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PREFACE 



Examinons rapidement ce que nous avons' fait jusqu'à 
ce jour dans le domaine vectoriel depuis 1907, année dans 
laquelle nous avons commencé nos travaux. 

Sous le titre " Per V unificazione délie notazioni vet- 
toriali j^, nous avons publié, de 1907 à 1908, cinq notes (*) 
dans lesquelles nous avons étudié les questions vectorielles 
sous chacun des aspects logique, historique et pratique, en 
nous limitant à la. partie fondamentale du calcul vectoriel 
(système minimum). Cette étude nous a permis de faire 
des propositions concrètes relativement aux symboles qu' il 
convenait d'adopter, soit au point de vue de la forme ty- 
pographique , soit au point de vue de M forme logique. ^j 
Celle-ci dépend de la nature logique (examinée par nous / 
avec soin) des éléments soumis au calcul (*). 

Tout en limitant , au commencement , nos considéra- 
tions au système minimum, nous avons toujours songé aux 
développements ultérieurs du calcul vectoriel et aux im- 
portants systèmes de Grassmann et de Hamilton (déjà 
existants) si bien que pas un des concepts, pas un des 
symboles que nous avons établis , ne nous a causé d' em- 
barras dans la suite de nos travaux, et aucun n'a nui aux 



(*) Rend. Circolo mat. Palermo, t. 23, p. 324-328 ; t. 24, p. 65-80, 
318-332 (1907) ; t. 25, p. 352-375 ; t. 26, p. 369-377 (1908). 

P) Notations rationnelles pour le système vectoriel minimum* - Tu- 
rin, V. Bona, 19Q8. Rend. Circolo mat. Palermo, t. 25, p. 372. 
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systèmes de calculs cités plus haut; ces concepts et ces sym- 
boles nous ont au contraire amenés, sous une forme simple, 
logique et uniforme, au système vectoriel général qui nous 
a permis de traiter sous une forme absolue n'importe quelle 
question de Physique-mathématique, de Mécanique et de 
Géométrie différentielle (*). Précisons. Le système minimum, 
analysé et établi dans nos cinq notes des " Rendiconti „ 
de Palerme , a été amplement développé dans les " Ele- 
menti „ (^) avec de nombreuses applications. Dans F appen- 
dice de la traduction française de ces " Elementi „ ('*), et 
dans les notes déjà citées (*), nous avons fait observer que 
le système minimum n' est suffisant , ni pour 1' étude du 
mouvement des corps solides — pour lequel on doit recourir 
aux formes géométriques de Grassmann — ni pour P étude 
générale mécanique et physique des corps déformables et 
des actions électriques — pour lesquelles il est nécessaire 
d'introduire les homographies et les dérivées par rapport 
à un point , d' où V on déduit d' une manière très simple 
tous les opérateurs différentiels qu'il est nécessaire d'intro- 
duire dans le système minimum sous une forme qui peut 
paraître arbitraire. 

Dans les Eléments nous avons déduit ensuite du sy- 
stème minimum, le calcul extrêmement puissant et admira- 
blement simple des formes géométriques de Grassmann- 
Peano (^) et le système complet du calcul des quaternions 

de ÏÏAMILTON (^). 

A l'époque où nous avons publié l'édition italienne des 

Elementi , nous avons donné en même temps un premier 

.//^**^^7 essai sur les homographies [voir note (1)] qui recevaient en- 



(*) Omografie vettoriali , con applicazione aile derivate rispetto ad 
un punto ed alla fisica-malematica. - Tprino, Petriai, 1909. 
Transformations linéaires - Pavie, Mattei et C, 1912. 

(^) Elementi di calcolo vettoriale con numerose applicaziotii alla 
meccanica ed alla flsica-tnatematica, - Bologna Zanichelli, 1909. 

(^) Eléments de calcul vectoriel... Traduit de P italien par S. Lattes 
- Paris, Hermann, 1910. 

(*) Voyez spécialement la note V [Rend. Circolo mat. Palermo, t. 26, 
p. 369-377 (1908)]. 

(J") Eléments j p. 175. 

(^) Eléments, p. 194. 
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suite , ainsi que les dérivées par rappoi't à un point , un 
arrangement définitif dans le premier volume de cette série 
relative à V Analyse vectorielle générale. Leurs importantes 
applications (dont nous donnons un aperçu dans ce se- 
cond volume) montrent déjà clairement la simplicité et la 
puissance de la méthode et l'inutilité absolue de tout élé- 
ment de référence. 

Dans le premier volume " Transformations linéaires „, 
nous avons exposé les lois générales satisfaites par V algori- 
thme que nous employons, lois en tous points semblables 
aux lois ordinaires de l'algèbre et conformes à celles intro- 
duites d'une façon si géniale par Ha.milton pour les opéra- 
teurs. En outre nous avons prouvé combien le calcul des 
quaternions de Hamilton, bien qu'il soit parfait comme con- 
cept et comme notations {V original, bien entendu), est en 
tous points insuffisant et, par conséquent , il y a lieu de 
l'exclure, à cause aussi de la complication superflue de son 
algorithme ; nous avons montré aussi combien le calcul de 
Gbassmann , sous la forme concrète donnée par Peano (et 
non sous la forme originale), est au contraire nécessaire; 
et enfin combien les autres systèmes vectoriels, y compris 
celui de Gibbs, sont absolument à rejeter parce qu' ils sont 
logiquement défectueux dans les concepts fondamentaux et 
dans les notations (^). 

Dans la courte période de sept ans, il y a bien eu 100 
travaux importants publiés avec les méthodes proposées par 
nous, travaux dus a 24 auteurs (^). 

L' électrodynamique est traitée sous une forme très 
simple sans faire usage des vecteurs imaginaires à 4 di- 
mensions ; r élasticité se développe complètement sans coor- 
données : les ellipsoïdes d' inertie, de Lamé, etc, apparais- 
sent directement dans le calcul sans qu' il soit besoin de 
leurs équations, déterminés simplement par des homographies 
qui les admettent comme quadriques indicatrices ; et dans 
le mouvement d' un corps solide le corps lui-même peut 



i^) Voir dans T Appendice de ce volume l'analj'se critique des ûo- 
tatioQS contenues dans V Encyclopédie des sciences mathématiques pures 
et appliquées, 

(*) Transformations linéaires, p. 169. Ce volnme page 142. 
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être introduit directement dans le calcul (comme cela a lieu 
quand le corps se réduit à un point) et il est représenté 
explicitement par une forme de seconde espèce fonction 
du temps {% 

Celui qui examinera d'une façon non superficielle tout 
ce qui a été obtenu par nos méthodes dans le domaine vec- 
toriel , devra donc reconnaître que la marche ascendante 
de ces méthodes ne peut pas être arrêtée , soit parce que 
de nouveaux champs de recherches s'ouvrent toujours, soit 
parce que le dépouillement des applications faites avec les 
autres méthodes vectorielles (que dous espérons publier bien- 
tôt) montre que les résultats obtenus avec nos méthodes 
né peuvent pas être obtenus, ou ne peuvent pas l'être faci- 
lement, avec d'autres méthodes et avec des notations illogi- 
ques et défectueuses. 

Dans ces conditions , nous pourrions nous dispenser 
d' expliquer et de défendre encore notre osuvre. Mais qui 
ne connaît la rapidité avec laquelle se répandent les idées 
inexactes ou erronées et la lenteur avec laquelle au con- 
traire les idées simples et précises entrent dans le domaine 
public ? En outre , par une loi de la nature , les hommes 
d' un certain âge, sans en exclure les savants et les maîtres, 
ne peuvent pas, en général, modifier les idées déjà acquises ; 
ces maîtres ont des élèves qui, par une influence didactique 
ou pour des raisons de carrière, doivent suivre ou appliquer 
les idées de leurs maîtres. De là la nécessité de répandre 
à profusion et sous des formes variées les choses simples 
et précises pour pouvoir arriver à détruire, au besoin len- 
tement, les formes ataviques compliquées et inexactes ; de 
là la nécessité de cette longue préface, destinée à éclaircir 
d' une façon rétrospective la portée de notre œuvre. 

Et maintenant quelques mots sur ce second volume 
qui doit être regardé comme la suite naturelle du premier 
auquel il est étroitement relié de façon à former un tout 
organisé et aussi complet que possible. Après avoir posé 
dans le premier volume les bases de la théorie générale 
des transformations linéaires et des dérivées par rapport à 



(•^) A. Pensa, Sopra alcune propriété del moto di U7i corpo rigido. 
Bibliographie, n. 95. 
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un point, nous avons voulu montrer , par une rapide syn- 
thèse, les applications les plus importantes et les plus élé- 
gantes de la théorie à diverses questions de mécanique des 
corps solides, d'élasticité, d'hydrodynamique, etc. Ces appli- 
cations permettent d'affirmer immédiatement la supériorité 
de nos méthodes et la raison d'être de beaucoup des opé- 
rateurs considérés dans le premier volume. Nous n' avons 
donc eu l' intention de présenter au lecteur iii un traité 
de Mécanique , ni un traité de Physique mathématique ; 
mais en glissant de ci de là à travers ces vastes domaines, 
nous nous flattons d'avoir présenté au lecteur une matière 
suffisante pour qu'il se familiarise avec les méthodes, pour 
qu' il puisse voir quelle immense matière peut être rassem- 
blée en une centaine de pages et enfin pour qu'il puisse 
se convaincre que ces méthodes permettent de faire toujours 
un pas en avant, soit en traitant et en résolvant des ques- 
tions nouvelles , soit en généralisant et en complétant sur 
de nombreux points des questions aujourd' hui anciennes. Il 
suffit de comparer notre marche à celle suivie par les Auteurs 
cités à la fin de chaque chapitre. 

Dans d'autres volumes de cette série, d'autres auteurs, 
ainsi que nous 1' avons déjà annoncé dans la Préface du 
premier volume , développeront par les mêmes méthodes , 
mais à un autre point de vue, des chapitres particuliers de 
Mécanique ou de Physique mathématique, avec toute l'exten- 
sion que nous ne pouvons leur donner ici. 

Pour la rédaction de ce second volume nous avons 
encore eti la collaboration très précieuse de M. Boggio 
auquel est due, entre autres choses, la rédaction du § 6 du 
Chap, II. A lui, à M. Vivanti qui a partagé avec nous le 
soin de la correction des épreuves, et au courageux Editeur, 
nous adressons nos plus vifs et affectueux remerciements. 

Nous adressons aussi un souvenir ému à la mémoire de 
notre regretté collaborateur et ami Mario Pieri quia ap- 
porté d' importantes contributions à l'étude des homographies 
vectorielles. 
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CHAPITRE I. 



Moments d' inertie et quantité de mouve- 
ment dans les systèmes solides. Mou- 
vement d' un corps solide autour d' un 
point fixe. ^ 



§ 1. Moment d' inertie par rapport à un axe. 

Soit P un point d'un corps solide, m la niasse de ce 
point , a V homographie (dilatation) définie par V équation 
suivante 

[1] a = — 2m (P— 0)A \ (P— 0)A I = — 2mj (P— 0) AP 
= 2m (P— 0)2 - 2m H(P— 0, P— 0), 

étant un point fixe et la sommation (exprimée par une 
intégrale) étant étendue à tous Xé8 points du système. 

Le moment d'inertie /du corps par rapport à un axe 
Ou {u étant un vecteur unitaire) est donné par la relation 



On a en outre les formules suivantes : 
[3] g = QAa-a.QA--P 



[4] 


d(ai») dx ^ 


[B] 


« X py = Û X («Aaî^ + uA*^) 


[6} 


d{aQ) dQ ■ ^. ^ 


3UR4U-F0RTI • 
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Q désigne le vecteur représentatif de la rotation instan- 
tanée du système supposé mobile autour du point 0. 

Démonstration. — Pour la troisième forme donnée à a voir j[l], 
I, n** 24j; cette troisième forme montre immédiatement que a est 
une dilatation, {[1], I, n.<* Gj. 

En se rappelant d' autre part V expression , mod i (P — 0)/\u {, 
de la distance du point P à l'axe Ou, on obtient 

/= 2m j(P — 0)/\u\^ = 2m 1(P— 0)/\u\ X \{P—0)/\u\ 
= uX^'^\{P — 0)/\u\ /\{P - 0)=zuXo.u 

ce qui démontre la relation [2]. 

Dérivons mainteiiarit Péquatichi [1] par rapport au temps et 
servons-nous en outre de la formule fondamentale de la Cinéma- 
tique {Eléments, page 123, [9]); cette formule est 

P' = QA(P-0), 

dans laquelle représente un point fixe. Nous aurons, en nous 
rappelant la relation {[2], I, n® 24|, 

— ^ = 2mH(P', P-0) + 2mH(P - 0, P') 

U ' ^ = t2mH(P- OjP— 0)1 QA - ÛA |2mH(P ^ 0, P - 0)1 
= j2m (P — 0)« — a! QA - ^A |2m (P— 0)« - a\ 
c'est-à-dire 

P = — QAa -h a.QA, 

d' où la relation [3]. 

La relation [4] n'est qu' une conséquence facile de la relation [3]. 

Quant à la relation [5], il suffit, pour l'établir, d'utiliser la dé- 
finition- de p donnée par [3], ce qui donne 

« X P2/ = a; X a(Q Aî/) - i» X QA«2/ 

= Q Aï/ X «i» + Û X Mai?/, 

car a est une dilatation. 

Enfin, en remplaçant x par Q dans [4] et en appliquant la re- 
lation [3], on obtient 

d(aQ) dQ ^^ 

-^ = a-~pQ, ^ 

— PQ = QAaQ 

d' où l' équation [6]. 

Il y a lieu de remarquer que Thomographie p est une dilatation. 

Soient t, j, & trois.vecteurs unitaires parallèles aux axes 
principaux d^inertie et formant un système orthogonal dex- 
trorsum ; A, B, C les moments d* inertie relatifs à Oi, Q/, Ok. 
On a 



I 



[7] ai = Ai, aJ^Bj, a*;=Cfe. 

Démonstiation. — En effet P équation [2] donne A = iy(^ai; 
mais puisque ai est parallèle à f, il est de la forme ai ^ mi; par suite 

A = mi X ♦ = wi 
d' où la première des relations [7], 

Les quadriques indicatrices de la dilatation a, c' est-à- 
dire les quadriques de centre qui ont pour équation 

{M — 0) X a{M— 0) = constante, 

sont des ellipsoïdes, puisque A, B, C sont positifs ; ce sont 
précisément les ellipsoïdes d' inertie. 

On sait que le vecteur a(M — 0) est normal au plan 
tangent en ikf à cet ellipsoïde (I, n.** 13). 

Les axes de cet ellipsoïde sont les axes principaux 
d' inertie relatifs au point ; 4, jB, C sont les moments 
principaux d' inertie. 

L'axe Oi est en général axe principal d' inertie pour 
le seul point ; si cependant cet axe contient le centre 
d' inertie G du système , il est axe principal pour chacun 
de ses points. 

Démonstration. — Posons 0^= + hi et supposons que Paxe 
Oi soit aussi axe principal d'inertie pour le point 0^. Nous aurons, 
comme conséquence des équations [1] et [7], 

a* = — 2m(P — 0) A \{P - 0)/\i\ 
et si nous observons que P on a 

(P - o,)/\i =={p^o- hi)/\i = (P - o)Ai, 

nous aurons 

2m i(P-0)A^)A^ = 2m. \{G - O)/\i\/\i=0] 

par suite G — est parallèle à t. 

Notons finalement les formules 

[8] ( *xp/fc = (4-C)ûxi, ix.ft/=o 
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Démonstration, — On. déduit, en effet, de la relation [5] 

kxeJ = ^X (fcAaJ -\-Jf\ak) 
et, à cause des relations [7], le second membre peut s' écrire 

Q X {Bk/\J + Cj/\k) = Û X (Ct - Bi) 
ce qui démontre la première des équations [8]. 

/A.'^ § 2. Moment cinétique; énergie cinétique; 

équation du mouvement d' un corps solide autour 

d' un point fixe. 

Soient Jtf le moment cinétique du corps solide par 
rapport au point fixe 0, T V énergie cinétique, Jtt» le mo- 
ment résultant des forces extérieures par rapport au même 
point. On a : 

[1] Jtf"= au, il = a-ijtf" 

[2] 2r=ÛX aÛ = Jtf-X a-ijf 

[3] a^ + il/\aJLl = Me 

[4] Iga. ^ + aÛ/\ a*û = Ea Me 

dil 
[B] Igtt. — + M/\ aM = Ett Me. 

Démonstration. — On a, en effet, 

M=i:m{P—0)/\P' 

z=zllm{P- 0)f\ jQ A(^ — ^)l = a^ 

ce qui démontre la première relation. 
On a ensuite 

2r== 2mP'2 = 2mP' X ^f\{P-0) = û X ^ 

d' où résulte, en se reportant à [1], la relation [2]. 

Rappelons - nous maintenant le théorème du moment cinétique: 
il fournit la relation 

--rr- = itfg= ,. , 
dt dt ^ 

d'où V on tire la relation [3] en appliquant V égalité [6] du para- 
graphe Drécédent. 
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En appliquant V homographie Ra anx deux membres de [3], <en 
se servant de la relation j[4], I,-n.° 201 et en tenant compte en outre 
du fait que a est une dilatation , on obtient de suite la relation 
[4]; et celle-ci, combinée avec la relation [1], entrjaîne Ja relation [5]. 

Les équations [4] et [6] correspondent, sous forme abso- 
lue, aux éqirttions bien connues d'Euler. Ces dernières s'ob- 
tiendraient en se reportant au système des trois directions 
doubles de a. 

Si par le point P==0-}-il on fait.pa«ser un ellip- 
soïde semblable à V ellipsoïde d' inertie et semblablement 
placé, r équation de cet ellipsoïde sera 



û X où = const. 



e 



La normale en P à cet ellipsoïde est parallèle au moment 
cinétique. 

Démonstration. — On a en effet 

aQ X ^^ = a^ X ^^= ^X ^i' = 0. 

De même, si par le point 

Q=0 + M 

on fait passer un ellipsoïde réciproque de ^ellipsoïde d' iner- 
tie, \d normale en â à cet ellipsoïde est parallèle à V axe 
instantané de rotation. 

Démonstration. — En effet Téquation d' un pareil ellipsoïde est 

(Q- 0)Xa-K<?— 0) = const.® 

§ 3. Mouvement d' un corps solide 
qui n'est soumis à aucune force et qui a un point fixe. ^ 

■ 

Dans le cas où les forces extérieures ont un moment ré- 
sultant nul, Jtfe = 0, on a : 

[1] M= const.®, Jf X ii = const.® 

1 dLl^ 
[2] ^ l,a. -^ + " X aii;\a'iï = 



1 rlCï^ I • 

[3] ^ ABC. ^ + y — l-M« — {B + C)Û X -M"4- BCQ?\.. . =0 



p 
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[4J jm-xû,A-^=-;ô-|Ûi +^- i^a : 

formules dans lesquelles on a posé 

Démonstration. — La première des équations [1] résulte immé- 
diatement du théorème du moment cinétique déjà appliqué au 
paragraphe précédent. 

La seconde des équations [1] découle du théorème de la con- 
servation de V énergie , ou encore de la relation [5] du § 2 ; si en 
effet on multiplie les deux membres de cette relation intérieure- 
ment par Jlf, on obtient 

^^dt-^ di "■"• 

En multipliant intérieurement par Q les deux membres de la 
relation [4] du § 2, on obtiendra immédiatement la relation [2]. 

Pour obtenir la relation [3], remarquons tout d'abord que Ton a, 
u étant un vecteur quelconque, 

j(a— B}U X (a — C)u\ l(a — C)w X (« — ^)wt {(a —A )ii X (« - B)u\ = 

= - [w X o.u/\a^uY , 

ce que Pon établit de suite en ayant recours aux directions dou- 
bles de a. Posons , dans cette relation , u = Q et remarquons en 
outre que V on a 

(a — B)Q X (a - C)Q = {M— BQ) X (^- CQ) 

= Jlf2 — (B -f C)Jf X ^ + BCQ\ 

La relation [2] entraîne alors la relation [3]. 

Effectuons le produit vectoriel des deux membres de P équa- 
tion [5], § 2, par Q; nous obtiendrons 



l3a.QA^ + Q/\{M/\aM) = 0, 



Mais on a : 



donc: 



Q/\{M/\aM)= Q X O.M.M- QXM.aM 

M} M} 






En multipliant intérieurement par M P équation ainsi obtenue, 
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il en résulte 

rJQ Tir* 

ha.M X Q A^ = ^ JW X (a - D)M. 

Le premier membre, abstraction faite du facteur Ijo, est équivalent à: 

Il reste donc à transformer lé second membre. Nous avons succes- 
sivement : 

MX{^ - ^) ^= aQ X (a — ^) aQ = Q X «(« — /)) aQ; 
or 

a^ — a^D = (litt — D)a.^ — Iga. a + Iga 

en vertu de l'identité du troisième ordre (I, n. 14, [1]); P égalité 
précédente est donc équivalente à 

(Ija - DjM^ — Igtt. Q X ^ + Isa. ^^ 
= (I,a - i>)ilf ^ - I,a.^' + Iga j^ + Qi^ j 

= Iga. CV -f ^ ! - i)3 + V. i)2 - Iga. i) -Mga) 

En substituant ces diverses valeurs, on obtient la relation [4]. 

L' interprétation des équations [1] est bien connue ; la 
relation [3] n'est pas autre chose que la relation bien 
connue entre il* et le temps. 

Pour V homogénéité des formules , on a coutume de 
poser 

n est la composante de la vitesse angulaire suivant V axe 
fixe du moment cinétique, ou encore la distance du point 
au plan invariable sur lequel roule sans glisser V ellip- 
soïde semblable à T ellipsoïde d'inertie, semblablement placé 
et mené par le pôle de rotation 

— = est la distance du point au plan tangent à V ellip- 
soïde d' inertie au point M où cet ellipsoïde coupe V axe 
instantané de rota ion. 
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Démonstration. — Le signe de n résulte immédiatement de la 
relation 

_ QX Jtf 
"" raod M* 

On a d* autre part 

2r = Û X' Jf = Q X aÛ = /co* = w*^ 

en posant co = mod Q et en désignant par / le moment d* inertie 
par rapport à P axe OQ ; par suite 

1 0} 

mod (ilf-0) = -^= =, mod(P— 0) = a). 

Soient alors n et ô les distances définies plus haut. On aura: 
n:ô = mod(P- 0):mod(ilf— 0) = ny'5;ô = l: v/5. 

i2| représente la composante de Q parallèle au plan 
invariable et la relation [4] exprime la relation qui existe 
entre le rayon vecteur et V angle polaire d' un point de 
r herpolhodie. 

Démonstration. — En effet, on peut toujours poser 

Q = ;iilf+ûi, QiX^=0; 
en multipliant intérieurement par M et en tenant compte des rela- 
tions [5], on a /i = --. En outre Qi* est précisément ^expression du 

carré du rayon vecteur de P herpolhodie et , si •& désigne V angle 
polaire, on a 

ce qui démontre la proposition. 

Il est maintenant facile d'établir que les points d'in- 
flexion de rherpolhodie sont déterminés par les équations 
cartésiennes 

[6] -^(-^— P) ^^ -^(^--P) ... 

^^ {B - C) {B-\- V - AY (C—A){C-\-A — By 

_ C{C - D) 



(A-B){A-\-B — C) 

équivalentes à la seule équation absolue 

pjf + m{a — D) Jtt" = 0, 
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pi, 9Jj ^^ ébant les composantes de 12 suivant les axes prin- 
cipaux d* inertie. 

Démonstration. — Posons 

OU, d' après ce qu^ on a démontré précédemment, 

Q=0 + h(a — D)M (h = const.«). 
En un point d* inflexion V accélération est tangentielle, d^ où 



dt^ ^^ dt' 



par suite 



^^Q^^!^ = kQ,^^ = k(Q-0) 
dt ^'^ dt^ ^'^ dt ^ ^ 

^° ^ — m(a D) My (m = const.«) 

et r équation [4] du § 1 donne 

Pi*r+m(a D)Mz=0. 

Multiplions intérieurement par i; nous aurons 

iX pM=piXM=piX^^ = P*X(Api-^BqJ-\'Crk) 

= Bq, r(B - A) -{- Cr, q{A-C) 
= qr{B-C)(B-\'C-A) 

à cause des relations [8] du § 1 ; d' autre part 

(a - D) Jlf X * = a^ X (a — ^)* 

==QX^{A-D)i = A{A-'I))p 
d»où 

qr(B '-C){B+C-A)-\' m{A —D)Ap—0. 

On obtiendra deux autres équations analogues et, en éliminant m 
entre les trois équations, on trouvera les équations [6], 

Si r on remarque que dans V hypothèse 

A>]i>C 
on a aussi 

B + OA, A>D>C, 

on démontre immédiatement que, dans le mouvement à la 
PoiNsoT, r herpolhodie n' a pas de points d'inflexion réels. 
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Démonstration. — En effet le premier des rapports [6] est po- 
sitif, tandis que le dernier est négatif. 

Pour que Pherpolhodie ait des points d'inflexion réels, 
il faut et il suffit que F on ait 

B + C<A, B>D. 

Dans le cas où F ellipsoïde dMnertie est de révolution 
autour de Taxe Ofc, la normale en P, parallèle à ilf, doit 
rencontrer V axe ; d' où V on déduit que les trois vecteurs 
ilf, il, k sont parallèles à un raême plan. De plus, on a : 

Jlf X A; == const.®, U X fe = const.® 
Démonstration. — On a, en effet, 

MX k=:aQX^ = ^X^^ = CQX^ = const.^ 
On déduit de là 

mod Q = const.® 

L' herpolhodie est un cercle décrit autour de Oilf comme 
axe et d'un mouvement uniforme ; la polhodie est un cercle 
décrit autour de Ok comme axe. 



§ 4. Mouvement d' un corps pesant 
autour d' un point fixe. 

Lorsque le corps n' est soumis qu' à son poids , les 
équations du mouvement prennent la forme 

dil 

[2] a ^ + aAJ»r= |i(G.- 0) A^i ; 

ces équations admettent les intégrales 
[3] T = \i(G—0) X Jsi + h 

[4] Jlf X fci = 2^ 

[6] Ajj' = 1, 

h et l sont des constantes ; G est le centre de gravité du 
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corps, \i son poids et k^ uri vecteur unitaire parallèle à la 
direction de la pesanteur. 
On a en outre 

[6] I \{0 -0)XM\ = (G- 0)/\M X û. 

Démonstration. — La force qui s'exerce sur un élément de 
masse m du corps étant gmh^, on a 

par suite, en appliquant le théorème du moment cinétique et la 
relation [3] du § 2, on obtient les équations [1] et [2]. 
Dérivons maintenant 1' équation 

nous obtenons 

2 r' = Q' X J^ + Q X ^' = ^ X a^' + ^ X J^. 

= 2^Q X {G-0)/\k, 

en vertu des équations [1] et [2]. Par suite 

r = iiQA(G -0)X^i = \^G' X K, 

et en intégrant on trouve 1' équation [3]. 

Multiplions les deux membres de l' équation [1] intérieurement 
par fc^. Il vient 

d' où r équation [4]. 

Multiplions les deux membres de la même équation intérieu- 
rement par G — 0. Nous obtenons 

d' où nous déduisons V équation [6], 

^^\{G-0)XM\ = G'XMz=Q/\{G~0)XM. 

On sait que la connaissance d' une quatrième intégrale 
des équations [1] ou [2], distincte des équations [3], [4], [6], 
permet de ramener le problème aux quadratures et que 
toute intégrale algébrique, indépendante du temps, est une 
combinaison des trois intégrales connues , exception faite 
des cas d'EuLER, de Lagrange et de M,"^® Kowalewski. 

Ayant traité le premier cas au § 3, nous nous occu- 
perons des deux autres cas et d' un autre cas particulier. 



e 
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a) L' ellipsoïde d' inertie est de révolution autour 
d' un axe Ok passant par le centre de gravité. 

On a 

[7] {Q—0)XM= const.^ û x fc = const. 

Démonstration. — Nous avons déjà fait remarquer, au para- 
graphe précédent, que les trois vecteurs fc, i*f et Q sont parallèles 
à un même plan; il en est de même par suite des trois vecteurs 
G - 0. M, Q\ de V équation [6], on déduit alors la première des 
équations [7]. 

L* équation [2] donne , en multipliant ses deux membres inté- 
rieurement par fc, 

aQ' X fc =^ Û' X afe = 
ou bien 

û'Xfe^o 

efc, si l'on remarque que l'on a QX^'=0, on obtient la deuxième 
des équations [7]. 

L' équation [4] , qui est vraie dans le cas général , a 
r interprétation suivante: la cuorhe décrite dans l* espace 
par V extrémité du moment cinétique O + Jlf {première 
courbe d'impulsion) est contenue dans un plan orizzontaL 

La première des équations [7] s' interprète ainsi : la 
courbe décrite dans le corps par Vecctrèmitè du moment 
cinétique -{- M {seconde courbe d'impulsion) est contenue 
dans un plan normal à l'axe de rèvolntion. 

Quant à la seconde, elle montre que : la composante de 
la vitesse instantanée de isolation suivant l'axe de révolution 
est constante ; autrement dit la polhodie est contenue dans 
un plan normal a l'axe de révolution, 

b) L'axe du moment cinétique est constamment pa- 
rallèle à un plan fixe (Hess). 

On a 

[8] {G-0)XM=0; 

1) La section de V ellipsoïde réciproque de l' ellip- 
soïde d' inertie par le plan normal k G — est un cercle ; 

2) Le mouvement du centre de gravité est identique 
à celui d'un pendule sphérique. 
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Démonstration. — Posons 

L'équation [1] exprime que la vitesse de Q est normale à G— 0; 
par suite M doit être normal à G - 0, ce qui démontre la rela- 
tion [8]. De la relation [6] on déduit encore que G — OyMjQ sont 
parallèles à un même plan. 

Par le point Q menons un ellipsoïde réciproque de Pellipsoïde 
dMnertie et le plan, normal à Q, tangent à cet ellipsoïde. Son inter- 
section avec le plan a mené par normalement à G — se trouvera 
tangente à la conique d'intersection de P ellipsoïde et du plan a; 
cette intersection normale à Q et à G — est aussi normale à 
0—0, d' où. la proposition 1). 

Nous avons 

Q=aM+b{G—0) 
et par suite, en vertu de la relation [8], 

Le rayon de la section circulaire de P ellipsoïde réciproque de 
Tellipsoïde d' inertie est donné par mod (Q — 0) d'une part et par 

^2Bf d' autre part , d' où 



et, par suite. 



De plus 



1 
a = — . 
B 



G' = QA(G-0) = ^A(Jzi^) 



(G-'0)/sG* = ^\[G-0)^M--(G-0)XM.{G-0)\ 

d' où, en effectuant le produit intérieur des deux membres par fc^, 
et en utilisant V équation [4], 

(a) jc,X{G-^0)/\^ = ^(G- Of = const.^ 

On a aussi 

dGV^ _ M\G - Of _ 2T{G - Of 
dl ) ~^ B^ "" B ' 

et P équation [3] permet alors d'écrire 

Les deux intégrales (a) et (b) sont identiques aux intégrales 
du pendule sphérique, ce qui démontre la proposition 2). 
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c) Occupons-nous maintenant du cas de M.°*® KowA- 

LEWSKI. 

On a 

et le centre de gravité est contenu dans le plan des deux 
axes principaux Oi et Oj. On peut toujours poser 

G — = |t (l constant) 

et disposer de V unité de longueur de façon à avoir 

I = — =. On aura donc 

Si l'on pose \i^ = c, Féquation du mouvement devient 

[9] a^ + Q/\M=ciAk^. 

En outre, soit P un point du plan des deux axes Oi 
et Oj tel que 1' on ait 

et P^ un autre point tel que T oi^ >9.it 

P^ = + Q^e^^i. 

On a les trois propositions suivantes : 

1) Le module de la vitesse du point P^ est égal au 
double produit de mod(P — 0) par le module de la vitesse 
du point P; 

2) Les vecteurs P^' et P' font respectivement des 
angles égaux avec les vecteurs P^ — et P — 0. 

3) Pendant toute la durée du mouvement, on a 

[10] mod (P^ — Q)= const.^ 

(intégrale de M."'® Kowalewski), P—0 et Q — étant les 
projections sur le plan des deux axes Oi et Oj des vecteurs 
menés par parallèlement à û et à — ck^» 

Démonstration. — On a 
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d' où Pon tire, en dérivant par rapport au temps : 

P' = {q' +iQq>')ei^i 

P\ = (q' + iQ(p') e»> {P—0) + Qei^P' 

et par suite 

Pj' = 2e^ P', 

d' où la proposition : 

Si V on pose 

P' = wi' (P - 0), 
on a 

P'i = 2Qreti' 6*9 (P — 0) = 2re»'Y(Pi — 0), 

ce qui démontre la proposition 2). 

Désignons par p, q, r les composantes de Q suivant les axes 
dMnertie; l, m, n celles de h^. On a manifestement 

P - = i)< -h gj = (p + zg)t 

Pi - = (p -h i9)2i = (i?« - g«)< -h 2p9i 

Par suite 

Pi — 0= (p« — g« -i- c/)i + {2pq -h cmi;. 

Un calcul rapide et la forme des équations du mouvement dé- 
duites de [9] montrent que les termes en * et J disparaissent lors- 
que on dérive l'équation précédente. En effet si Ton remarque que 
i' z=: Q/\i, le coefficient de i devient égal à 

2pp' — 2qq' -f cl' — r{2pq -f cln) 

et il est nul parce que P on a : 

2p' =± qVf — 2g' =rpr -f en, V = rm — qn. 

Par suite 



d'où 



d{P,-Q) _.. 
dt -''^ 



relation qui entraîne V équation [10]. 
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CHAPITRE II. 



Cinématique et statique des corps défor- 
mables. — Formules fondamentales de 
l'équilibre et du mouvement des corps 
élastiques isotropes. 



§ 1. Déformation infiniment petite d' un corps continu. 

Soit P un point d' un corps continu , » un vecteur 
fonction de P, 



[1] 



« = A^); 



à tout point P faisons correspondre le point 

on dit qne le vecteur h définit une déformation du corps. 
Nous dirons que la dèformution est infiniment petite 
si.mod.v et mod re {a désignant un autre vecteur quel- 
conque) sont compris dans des limites de grandeur telles 
que V on puisse écrire 



[2] 



/i;P + «) = /-(P, + ^« = « + ^« 



à certains vecteurs près, dont les modules soient négligea- 
bles vis-à-vis de mod h et de mod a. 
U homographie 

dn 



[3J 



a 



dP 



s' appelle homographie de la déformation. 
Si r on pose 
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et si l'on désigne par M^ T homologue de A/ dans la défor- 
mation, on a 

[4] M^ = M + s-}-aa = P^ + a + cui. 

Démonstration. — En effet les équations [1] et [2] nous donnent 

Ml == M + f{M) = M-\'f(P-\'a) 
ou bien 

ce qui démontre la relation [4]. 

L' équation [4] détermine la déformation infiniment 
petite dans le voisinage de P. 

En vertu de l'équation [4] le vecteur 

[6] a-i-aa 

peut être considéré comme /' hoynologue du vecteur a dans 
la déformation au point P. 

Si un point Q décrit, dans le voisinage de P, un plan 
(ou une droite), son homologue Q^ décrit aussi un plan (ou 
une droite). De plus des plans (ou des droites) parallèles 
se transforment en plans (ou droites) parallèles. 

Démonstration. — Si V on pose 

Q = P + ma -f nb 

m, n étant des nombres, a, h des vecteurs, il vient 

g^ = P^ -|- nia. + n& + a(ma -f nb) 
:=zP^-\- m(a -f a«) + nip + aô) ; 

ce qui démontre la propriété. 

§ 2. Coefficient de dilatation iinéairej glissement mutuel 

de deux vecteurs. 

Soit a un vecteur. Nous définirons le coefficient de 
dilatation linéaire dans la direction a et dans la défor- 
mation au point P, comme étant le rapport (voir [6] § 1) 

mod{a-^aa) — moda 

'^ mod a 
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Ce nombre e est une fonction de la direction de a 
seulement, comme il résulte bien aisément de l'équation [1]. 

Si le vecteur a est unitaire, ce nombre e est aussi 
donné par V équation 

[2] 1 -|- e = mod [a + o/ci). 

On appelle glissement mutuel de deux vecteurs, dans 
la déformation au point P, la différence entre la valeur 
primitive de V angle qu' ils forment et sa valeur après la 
déform'ation. 

Le coefficient de dilatation e et le glissement mutuel 
T de deux vecteurs orthogonaux s'expriment par les formules 

[3] g = fit X a^ ==^ ^ X Dota 

[4] T ~ fi X a^> + & X «^ = 26 X D«^', 

dans lesquelles a et h désignent deux vecteurs unitaires 
orthogonaux. 

Démonstration. — Posons par analogie avec l'équation [2] 

1 + e' = mod(& + a&), 
puis 

cosq) = a X ^ > 
il en résulte 

(1 + 8) (1 + e') cos ((p — t) = (a -f aa) X (^ + «&)• 

En négligeant les produits ee', aaX<*^j— > ®^ remplaçant sinx 
par T et cost par 1, cette dernière équation devient 

(e + e') cos q) -h T sen q) = «X^^ + ^X ot«. 

En faisant successivement (p = et (p = — , on déduit de là les 

premières des équations [3] et [4]. 

Eemarquons ensuite que V on a |I, n.<* 9, [1], [2]| 

a = Da -f- VaA, Ka = Da — Va^. 

Il vient alors 

a X ota = a X I^<wi 
aXa& + &Xa« = aXo* + aX K»^ = a X (« + Ka)ô, 

d'où les deux autres relations [3] et [4]. 
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Considérons le système habituel dextrorsum de trois 
vecteurs i, J, A*. Les coefficients de dilatation linéaire a, b, 
cdans les directions i , J, k et les glissements mutuels 
f, g, h des vecteurs i,jjk, pris deux à deux, constituent 
les six composantes de la déformation relatives au point 
P et au trièdre Pi, PJj Pk ; ces six composantes, déduites 
des formules [3] et [4], sont 

c = k X (^k = k X Dafc ; 
f=J Xak-j-kXaj = 2j X T>ak] 
g = kXo.i +i X(^k=±2kX Da* ; 
h = i Xcij +j Xai =2i X Dey. 

§ 3. Analyse de la déformation. 

Nous démontrerons le théorème suivant : 
La déformation infiniment petite d' un corps continu 
résulte d* un mouvement de corps solide et d^ une défor- 
mation pure (dilatation). 

D' une façon plus précise, on a 

1 1] M^ = M + S + - (rot s)/\a + Baa. 

Démonstration. — L'équation [4] du § 1 donne 

Ml =3f -f « + Daa + Va/\«, 

et r équation [1] résulte alors de la définition de V opérateur rot 

1 
l[I, n.° 37 [1]}. Le théorème résulte de là puisque « + ô (rot«)/\a avec 

a=^M — P, détermine, comme on sait, un mouvement de corps 
solide. 

Les quadriques indicatrices de a ou de Da }I, n.^ 13|, 
c'est-à-dire les quadriques de centre P qui ont pour équa- 
tion 

[2] 2q) = et X Da«^ = const.® 

sont dites quadriques de dilatation. 

On voit tout de suite que la déformation pure s' effec- 
tue normalement aux quadriques de dilatation. 
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Démonstration. — L'équation \[2] I, n." 42j nous donne, pour P 
et a indépendants de M. la relation suivante 

gradjj^ \{M - P) X <M - P)\ = 2Da(3/ - P), . 
d'où 

Daa = gradjn<p. 

Le cône asympfcotique des quadriqiies [2] est, en vertu 
de la seconde des équations [3| du § précédent , le cône 
des dilatations nulles. 

Les directions doubles de Du subissent une dilatation, 
mais leurs glissements mutuels sont nuls. Ce sont les direc- 
tions principales de- la déformation. 



§ 4. Dilatation cubique. 

On appelle coefficient de dilatation cubique en P la 
limite du rapport de V accroissement d' un volume t arbi- 
traire, entourant le point P, au volume t lui-même, lorsque 
T tend vers zéro. Ce coefficient % est donné par la for- 
mule 

[1] e = Ii(x = div^. 

Démonstration. — En effet, soit M un point du contour a de t, n 
un vecteur unitaire normal à o et tourné vers l' intérieur de t ; 
l'accroissement (positif ou négatif) du volume t provenant de la 
seule déformation pure a i>our expression 

— I (il/j — 3i) X wrfa = — 1 Dare X ^^da = div (Da«) dx 

en vertu de l'équation [1] § 3 et du théorème relatif à la divergence 
II, n." 55 [1]|. Mais la relation |[3] I, n.^ 41j nous donne 

div (Daa) dx = j I ^a. rtt + 1 grad Day^adx; 

par suite la limite du rapport considéré est précisément I^a , 
c'est-à-dire, en vertu de la relation |[2], I, n." 37| 

lia =. Ii^ = ^iv 8. 
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§ 5. Formules de Saint-Venant. 

Pour que rhomographie a définisse une déformation de 
corps continu, c'est-à-dire pour que la relation [3] § 1 soit 
vérifiée, il faut et il suffit que V on ait 

[1] EotKa = 0. 

Pour que Du définisse une déformation pure de corps 
continu, il faut et il suffit que V on ait 

[2] IlotKEotDa = 0. 

Démonstration. — On sait déjà jl, n.° 69 [6]| que la relation [1] 
entraîne 

Héciproquement cette dernière équation, en vertu de Téquation 
1[6], I, n.o 44| entraine immédiatement la relation [1]. 
Rappelons les relations 

Ka = Da — Va^, 2Va = rot« 

et, en supposant vérifiée la relation [1], opérons sur Da avec l'opé- 
rateur Rot. On aura : 

Rot Da = Rot iVaA! = ^ - div Va 
il, n.o 44 [2]|; d'ailleurs 

div Va = — div rot « = 



et par suite 



avec 



^ .^ dVa dv 
RotDa = _=-, 



V = Va, 



d' où résulte la relation [2], en vertu de la relation j[6], I, n.^ 44.i 
Réciproquement si la relation [2] est vérifiée, on aura 

Rot Da = ^^ 
dP 

![I, n.o 69, (6)]| et, par suite, jl, n.^ 44, [7]; [6]j 

dv 
grad K ^-p=z grad div v = 0. 



I 

1 
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On peut donc supposer i; = rott« = Va, et l'on a alors 

Eot Da = -— ; Rot Ka = ; etc. 



2 

+ 



f Pu + (-P— -Pi) A Rot Dal dP. (' 



Démonstration. — Nous partirons de l'identité 

da 



^ C ^o 



dP, 



V intégration étant étendue à une courbe quelconque de Pq k P^, 
et puisque 

— = a = Da-f-rot«A» 



nous aurons 



«, = «o + j DadP+^\ {rot 8)/\dP; 
J ^J 



en observant que V on a 

(rot 8)/\dP = d j(Pi — P) Arot 8\-^(P- Pi) A^ rot «, 
on déduit de là 



8 



i = «o + J(rot«o)A(A-/^o) + [ JDac«P + i(P-POA^rotK; 



(*) La notation 1 signifie I . 

J J Po 






I 

La relation [2] remplace complètement les six relations 
de Saint- Venant entre les six composantes de la déforma- 1 

tion d'un corps continu; le lecteur pourra facilement tirer 
de là ces six relations, \I, p. 149|. 



§ 6. Formules de Volterra. 

Si ffQ et ff^ sont les déplacements des points P^^^ P^ 
on a la formule 

[1] «1 = «0 + ^ (i-ofc «o) A (A - ^o) 
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D'autre part, on a saccessivement 

cl rot H = rot ds = rot (a dP) = (Rot a) d I* 

et 

Rot a = 2 Rot Da — Rot K a = 2 Rot Da 

en vertu de la relation }[6] I, n.® 44}. La formule [1] est donc établie. 

On peut déduire les formules de Saint- Venant, (for- 
mules [2] du § précédent), de la relation [1]. 

Démonstration. — L'intégrale du second membre de la relation 
[1] doit conserver la même valeur quelle que soit la courbe joi- 
gnant Pq à Pj, c'est-à-dire que 1' on doit avoir 

jDa -\-{P- P,)ARot Daj dP= 

l'intégration étant étendue à une courbe 5 fermée. 

Nous pouvons transformer l'intégrale précédente en appliquant 
la formule }[3], I, n.** 60; ; et nous aurons 

K Rot K [Da -f (P — Pi)f\Siot Da] ndo = 0, 

G étant un diaphragme dont s est le contour, ou bien 

(a) 1 (K Rot Da) nda + j K Rot K [(P - Pi)/\not Da] nda = 0. 

Or, en posant pour abréger 

P = Rot Da 
ou a 

Rot K [(P — Pi) ARot Da] = - Rot[K Rot Da. (P - Pj) A] 

= -Rot[Kp.(p-p,)A]; 

mais , si a est un vecteur constant, on a 

Rot [Kp. (P - Pj)A] « = i-ot [Kp. ( P - P,) A«] 

= 2v (kp. ^K-p- fi)A«] j ^ ^i^^t Kp, {(P - POA^i 

en vertu de la relation }[3] I, n.^ 41 j. Le second membre en appli- 
quant la relation }[8] I, n." 25} se transforme aisément en 

(Rot KP) {(P - P,)Aa! + iP - IiPia; 
et, par suite, a étant arbitraire, nous aurons 

Rot [Kp. (P-POA] = Rot Kp. (P - POA+ P - I4P 



- 25 - 

ou bien 

Rot K [(P - Pi)A^^^ Da] = - Rot K Rot Da. (P - P,)A 

-l-IiRotDa-RotDa; 

K Rot K [(P - Pi) A^ot Da] = (P - Pi) AK Rot K Rot Da 

— K Rot Da, 
puisque 

Il Rot Da = - 2y div V Da = 0. 

Si nous substituons dans (a), nous obtiendrons 



j (P - Pi)/\K Rot K Rot Da n da = 0, 



et, a étant arbitraire, cette équation nous donne 

Rot K Rot Da — 
qui est la relation [2] du § précédent. . 



§ 7. Homographie des pressions intérieures. 

Soit P an point intérieur au corps. Menons un plan par 
ce point et soient n an vecteur unitaire perpendiculaire 
à ce plan, I^n la pression, par unité de surface, qui s* exer- 
cerait au point P sur ce plan si Ton enlevait la partie du 
corps situéa par rapport au plan du côté opposé à la direc- 
tion n prise sur la noruiale. 

Il existe une homographie p, fonctioa du point P, 
telle que V on ait 

[1] • Fn^^n. 

Démonstration. — Construisons un tétraèdre PA B C ayant un 
sommet en P, dont la face opposée ABC soit parallèle au plan 
mené par P et dont les arêtes soient deux à deux orthogonales. En 
isolant ce tétraèdre dans le corps nous devons avoir pour l'équilibre 

j Ql^'^iT + I r'ndo ± 1 ^'^da^ ±: J F^da^ ± 1 I^^'^da^ = 0. 

»/ », « » «. 

/''est la force s' exerçant sur l'unité de masse, i'^n la pression 
(par unité de surface) qui s'exerce sur un point de la face ABi\ ± F'i 
la pression analogue s' exerçant sur un point de la face PfiC, etc.. 
et enfin q est la densité. Mais, si l'on désigne par /, J, k trois vec- 
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teurs parallèles aux arêtes PA, PB, PC, tous de même sens que 
ces arêtes ou tous de sens contraires, on a 

et par suite 

etc. Déplaçons le plan ABC parallèlement à lui-même jusqu* à ce 
qu' il passe par le point P. A la limite, on aura, en conservant pour 
les diverses quantités relatives à P les mêmes lettres, mais non 
accentuées : 

Fn = nX i- ^i -hn XJ- i^2 + ^* X fc- i'^ 
ce qui démontre la relation [1]. 

L^ homographie [3 s^appelle homographie des pressions. 

On peut ensuite démontrer les deux théorèmes sui- 
vants : 

1.^ Pour P équilibre d'un corps continu, il est néces- 
saire que V on ait en tout point intérieur 

[2] Ql^=grad(3 (équation indéfinie de l'équilibre)^ 

Q étant la densité au point P. 

2.^ L' homographie p est une dilatation. 

Démonstration. — La première condition nécessaire pour l'équi- 
libre d' un corps continu est que l'on ait, pour toute surface fermée 
o tracée arbitrairement dans le corps 



d' où 



I QFdx 4- I ^nda = 



et, à cause du théorème relatif au gradient jl, n.** 55 [3]} 



J' 



{qF — grad P) ^t = 



et puisque la surface a est arbitraire, l'équation [2] se trouve établie. 
La seconde des conditions d'équilibre — celle relative aux mo- 
ments — nous donne 

j qF/\ (P - 0) dt + I pw A(^- 0)do = 



/ 
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en désignant par P un point quelconque du corps ou de la surface 
et par, un point fixe. En se reportant à Péquation |[5], I, n.*> 56|, 
on tire de là 

d' où 

ce qui démontre le théorème. 

§ 8. Composante normale de la pression. 

Ellipsoïde de Lamé. 

Menons par un point deux éléments plans admettant 
pour normales n, n' (vecteurs unitaires). On a 

[1] n' XFn=-- n X Fn', 

équation dont V interprétation géométrique est évidente. 

Démonstration. — En effet , du fait que p est une dilatation , 
on a 

n' X Pw, = n X P»*'- 

L'équation [1] du § précédent entraîne alors l'équation [1] à, 
établir. 

Posons 
[2] . '2içç = n X Fn ^ n X ^n] 

2q) est la composante normale de la pression; 
Les quadriques 

[3] 2(p = const.® 

s'appellent les quadriques des pressions. De plus, si Ton pose 

N=0 + n, P=0 + Fnj 
on a 
[4] Fn = grsid^çp] ?i = gradpqp. 

Démonstration. — La relation [2] s'écrit 

(iV-O)XP(iV— 0) = 2(p 
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et, en se servant de l'équation ![2j, I, n.° 4=% on en tire la première 
des équations [4]. 

L'équation [1] du § précédent s'écrit 

P-0=^{N-0) 

et, par suite, 

A^— = p-i(P-0). 

L' équation [2] peut donc s' écrire 

(P-0)XP-H^-0) = 2q) 

et de là résulte, comme précédemment, la seconde d.>« équations 
[4], puisque p— i est aussi une dilatation. 

Les équations [4] fournissent une loi de réciprocité évi- 
dente et s' interprètent aisément. La direction de JPn est 
conjuguée, par rapport aux quadriques des pressions, du 
plan sur lequel s'exerce la pression. 

Le lieu des points P s' appelle V ellipsoïde de Lamé. 
Il a pour équation 

[6] p-M^-0)X(3-H/^-0) = (P-0)Xp--^(P-0) = L 

Démonstration. — On doit avoir en eflPet (N— Gf = 1 d'où l'on 
tire la première forme de l'équation [5] ; la deuxième s'en déduit à 
l'aide du théorème de commutation,^ en remarquant que p— ^ est 
une dilatation. 

Les directions doubles de la dilatation (3 en un point 
sont, par définition, les droites principales de pression 
en ce point. Ce sont les directions des axes des quadriques 
des pressions et de V ellipsoïde de Lamé. 

Démonstration. — Il suffit de remarquer que p, p— S P""' ont 
les mêmes directions doubles |I, n.® 24 [3]j. 

Le cône âsymptotique des quadriques des pressions , 
lequel a pour équation 

(.V-0)X13(iV-0)=0, 
est le cône des efforts tangentiels. 
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§ 9. Relation entre V homographie des déformations 

et r homographie des pressions 

dans les corps élastiques isotropes. 

En tout point d' un corps élastique isotrope les direc- 
tions doubles de V homogi^aphie Da (§ 3) coïncident avec 
celles de P homographie (3 ; de plus ces directions sont per- 
mutables, au point de vue élastique. La relation entre les 
deux homographies est exprimée par les équations suivantes 

[1] P = — ^.Iitt — 2ji. Da 

[2] P = — ^'àiYS — 2pi. Da 

[3] p = — X. div.*< — 2[i, a -\- \i, [rot s) /\j 

X et |x étant les deux constantes d' élasticité de Lamé. 

Démonstration. — Posons 

^ (ai bj ck\ (pi qj rk\ 

\ i J kp P = i i J kj' 

Construisons un parallélépipède ayant un sommet en 0, les arêtes 
issues de dirigées suivant les directions doubles ; exerçons sur 
les faces de ce parallélépipède des pressions respectivement égales 
en intensité à p, q, r par unité de surface. En envisageant les allon- 
gements subis par les arêtes conformément à la loi de Hooke, nous 
obtenons immédiatement les équations 

a = |l,p-l±^p; etc., 

en désignant par E le module de Young et par % 1® rapport de 
Poisson. On a par suite 

ai = Dai = -^ I,p.'/ - 1^ pi, 
E E 



ou bien ^ 



Da = |l.p-A+X.p; 



c^est la relation entre Da et p. 
Formons P invariant I^a: 

En tirant de ces deux équations la valeur de p, on obtient la 
relation [1], en introduisant les constantes X et fi au lieu des con- 
stantes E, X' 
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Les relations [2] et [3] se déduisent immédiatement de [1] en 
se servant des relations 

I^a = div«, Da = a — Va/\=a— • — (rot»)/\. 



§ 10. Potentiel d' élasticité. 

9 

Oû appelle potentiel d' élasticité la moitié de V inva- 
riant du produit des deux homographies a et p changé de 
signe (voir § 14). Si V on pose 

[1] 2n = -Ij(p«) = -I,(aP), 

on a 

[2] 2n = (X + 2\i) (Ija)« — 4ji. Ig Da 

[3] ^ 2U = {X + 2n) (I^a)* + 4|x (Va)^ — 4ji. I^a 

[4] 2n = -|(I,P)2-^i^:^ 

[Ô] 2n = X(div.*<)2 — ji(rot sf + |x(graddiv/ij)' — 2\jiS X A'«. 

Toutes ces expressions mettent naturellement en évi- 
dence le fait que fi est un invariant. 

Démonstration. — De P équation [1] du § précédent, on tire 

Ij(aP) = — X.(Iia)« — 2fi II (a. Da). 

Mais on a 

a. Da = (Da)2 + Va^Da, 

d' où, en se reportant à l'équation i[l], I, n.^ 23j, 

Ii(a. Da) = Il (Da)2. 

La première des équations |[2], I , n.** 25| nous donne d' autre 
part 

I^ (Da)2 = (Iia)2 H- 2I2 Da - l2(2Da) 
= (I^a)^ - 2I2 Da 

d' où finalement la relation [2]. 

La relation [3] se déduit de [2] en utilisant la seconde des re- 
lations j[10], I, n.^ 171. 

Pour obtenir P équation [4] remarquons que Ton a 

Ii(Pa) = Ii(Da.p) 
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et que Téquation [2] du § précédent donne 



Par suite 



Da = Jl,P-?-^p. 



I,(aP) = |(I,P)2-2-tli^(p2). 



Puis. la première des équations {[2], I, n.° 25j donne 

2l2p = (Itp)«-I,(p'); 

en éliminant Ii(P^), on obtient la relation [4]. 

Enfin, pour obtenir la relation [5], il suffit d'utiliser la deuxième 
forme de la relation {[1], I, n.*^ 47 j. 

La relation [5] donne F expression sous forme absolue 
du potentiel d'élasticité en fonction du seul vecteur s qui dé- 
finit le déplacement. 

§ 11. Equations de l' équilibre et du mouvement 
des corps élastiques iscftropes. 

Les formes les plus usuelles des équations indéfinies 
de réquilibre et du mouvement, c'est-à-dire des équations 
vérifiées à tout instant en tout point intérieur du corps , 
sont : 

[1] F + a^ grad di v 8 — ¥ rot^s = 

[2] F.+ (a^ — 6^) grad di v « + 6^ A'« = Q 

[1'] F—^^+a^ grad div s— ¥ rot^s = 

[2'] F—^^^ + {a^ — ¥) grad div s + 6« A'« = 0. 

Les équations aux limites, applicables au cas de l'équi- 
libre aussi bien qu' au cas du mouvement, sont : 

[3| -Fn + {a? — 2b^)n div s + W Dan = 

[4] i J?W + («2 ~ W^)n div s + h^an + h^ Kan = 
[61 -Fn-\- {0? — 2b'^)n div s + U^an — b^(Totfi)/\n = 0. 
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Dans ces équations q est la densité du corps; a, b 
deux constantes dont nous verrons la signification physique 
et. qui sont liées aux constantes X, |x de Lamé par les re- 



rV t^.vns 



a est P homographie -Tp de la déformation. 



Démonstration. — Les équations indéfinies de V équilibre se 
déduisent de Péquation [2] du § 7 en utilisant la relation [3] du § 9. 
De la sorte, on a 

qF'= — X grad div s — 2^4 grad a -f ^ grad (rot s/\) ; 

d' ailleurs jl, n.o 44 [2] ; n.» 49 [2]} 

ds 
grad (rots/\) = — rot*«, grad a = grad -Tp = A'». 

On obtient donc tout de suite Péquation [1], puis l'équation [2] 
II, n.o 49 [2]j. 

Les équations [1'] et [2'] se déduisent des précédentes à P aide 
du principe de d'Alembert. 

L'équation [3] s'établit immédiatement, en partant de l'équation 
[1] § 7 ; et elle entraîne , en vertu de formules bien connues , les 
équations [4] et [5]. 

Les équations établies possèdent cette propriété remar- 
quable : si le volume t occupé par le corps est acyclique, 
pour des déplacements donnés des points de la surface, la 
solution des équations de Téquilibre ou du mouvement éla- 
stique, si elle existe, est unique. A ce sujet nous renver- 
rons le lecteur à nos Eléments, page 149. 



§ 12. Formule de Kirchhoff. 

Nous posons pour abréger 

r = mod(P— 0), 

et, en désignant par h (P, t) un nombre, un vecteur ou une 
homographie fonctions de P et de t. 



— 88 - 

a étant un nombre réel non nul. 

Notons, avant tout , les formules suivantes , que nous 
aurons à utiliser surtout dans le paragraphe suivant , et 
dans lesquelles m est un nombre , u un vecteur , a une 
homographie, fonctions de P et de ^ : 

[3] grad [w], = grad ^—--gj g^ad r 

[4] rot [u]a = rot M — - grad *^ A -^ 

[B] div [u]a = div w — - grad »' X -^ 

grad [a], = grad a — --^grad r 



[6] 

[7] grad ^ = - [grad m]a + [m]a * grad - 

[8] rotf-^" = l[rotw], + gradiAN«* 

[91 div t^" = i [div w], + grad i X [u]„* 

[10] grad t^ = ^ [grad a]„ +-[«],* gradi. 

V 

Démonstration [2]. — On a, en posant x = t , et en obser- 
vant que 



buif^jx) _ d[u]a _ l'àul 



Ldtja' 



■■ àP br 

"[^'"'-îg^-'-x.p]. 



d* où résulte V équation [2]. 

BOBALI-FORTI — MaBCOLONQO II 
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Démonstration [3]. — L'équation [3] est un cas particulier de 
V équation [6] ; il suffit de poser, dans cette dernière, a = m. 

Démonstrations [4], [5]. — En appliquant aux deux membres de 
r équation [2] les opérateurs V, I^ et en se rappelant les formules 
![1], [2], I, n.® 37} on a aussitôt les équations [4] et [b], 

^démonstration [6]. - On a |I, n.** 38 [3]j 

grad [a]a X « = div [Kaa]a, 

a étant un vecteur arbitraire mais constant. Le second membre de 
l'équation précédente, en vertu de Péquation [5], est équivalent à 



tdivKaa gradrXI^T7« 1 

= I grad a ~ - -^ grad r\ X », 



d' où Ton déduit par comparaison 1- équation [6]. 
Démonstration [7], — Nous avons 

, [m]a 1 j r T . j 1 r T 

grad ^-^ = — grad [m]a H- grad — . [m]a 

;^ — I grad m — r grad r 1 H- grad — . [m]a 

rL a dt J« r "- ^ 

en v^rtu de P équation [3]. Puisque 

grad r = r grad — 

on obtient l'équation [7], en se rappelant les équations [1]. 

Démonstrations [8], [9], [10]. — On applique la même méthode. 
Il suffira de se rappeler les formules 1[2] I, n.*^ 41 1. 

Soit u un vecteur fonction du point P et du temps 
tj régulier ainsi que ses dérivées premières et secondes 
dans un champ t et vérifiant Péquation' différentielle 

[11] ^ - a^A'u = U, 

dans laquelle U est un vecteur connu fonction de P et 
de t. La valeur de u en un point quelconque du champ, 
et pour une valeur quelconque du temps, s^exprime par la 
formule suivante de Ktrchhopf 

[12] Am^um =jj(| JM/_l[g^]Jda 



+ 
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Démonstration» — Nous appliquerons la formule de Gauss (voir 
Appendice), c' est-à-dire la formule 

r/4 \ [du 1 



au vecteur 



■->-=[«+5a.- 



Nous aurons 



è 



é') ^ n{0,t) = f(^«)[«]a* de + J^^ grad i dx. ■ 

Or nous avons successivement 

■■' grad — = -T^ grad — 

dP r dP =* r 

Cdu ^ 1 , r d du ^ 1 , 1 du dr ,1 

1 fàu r d^uyi 

Le second membre est équivalent à 
r .fldu\ 1 ^, 1 d^u ^ r ( d du\ , 1"| 

puisque 

^grad- = grad~Xgradr=-^; 

en vertu de la relation [11], il est encore égal à 

et, par suite, à cause de la relation [6], nous aurons 

, ri du-] . 1 -^ d[u]a* , 1 
grad ~-r^ -\- — [U]a== '•-1^ grad-. 
^ l_r dPja aV ^ -^ dp ^ r 

Si nous substituons dans la relation (a), nous obtiendrons la 
formule [12]. 

Si dans réquation [11] nous posons 

u = (ça, U = $a, 



a 



- 36 - 

avec il vecteur constant, qp et <I> fonctions numériques de 
P et de ^ telles que 

la formule [12] nous donne la formule ordinaire de Kikchhoff. 

§ 13. Formules fondamentales relatives aux déplacements 

et à la dilatation cubique dans le mouvement 

d' un corps élastique isotrope. 

A une époque quelconque t, le déplacement ^ et la 
dilatation cubique en un point quelconque d* un corps 
élastique isotrope ont les valeurs données par les formules 
suivantes 

[1] 4jr&y 0,0 = («2 — b^) grad^^ + 6* grad^q> + U 

loi A 2a m A ^-1^ «^ - 2b^ Ç\ d^s X n) ^ do 
[2] 4;ta^e m--^ div, F ^^^J [— ^^i— J^~ , 

dans lesquelles est un point et où 1' on a posé 
[3] <I»=f[div«],^, <p=f[*XM]«^ 

[4] U^(m^+l([F^],^ + ¥ ([sV'^pndo 



+ 



&' I [«]»* X gra<î —•nda 



do . „,„/■. , . d\ 



Dans toutes ces formules (p,, Ï7, V et par suite « et 9 
dépendent en définitive des éléments fondamentaux, c'est- 
à-dire des forces données d'une part et des pressions et des 
déplacements au contour d' autre part. 

Démonstration. — Nous appliquerons la formule de Kirchhoff, 
c* est-à-dire V équation [12J du § précédent, en tirant la valeur de 

rr^ — b^A's de r équation [2'] du § 11 et la valeur de '^n = an 

de 1' équation [4] du même §. 
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Nous aurons ainsi 



di 



f (a« — 26«j Kn div «> ^ + («« - *») Hgrad div »> ^ 

Dans l'équation [7] du § précédent, posons m = div «, intégrons 
dans le champ t et appliquons au premier membre le théorème 
du gradient; nous aurons 

— [div*]*- ** -^ = [grad div »> -^ -h 1 [div «>* grado- dx. 
D'autre part la même équation [7] donne 

grado ^^ = [div à\b * grado -. 
Nous obtenons donc 

1 [grad div «]& — = — 1 [div 8\bn h grado $. 

Portons cette expression dans la valeur trouvée pour «; la 
somme de la quatrième; de la cinquième et de la sixième intégrale 
se réduit à 



(a« — 6«) grado $ -f 6* | [Ka » — ndiv 8]b ~ . 



r 



Transformons cette dernière intégrale, en multipliant intérieure- 
ment par un vecteur constant a; en vertu des égalités 

ay^Kan^ay(^n div « = n X (««^ — <* div s) 
= — n X rot («A*)? 
on peut écrire 

a X 1 [Kan — n div «]* — = — I [n X rot (a A*)]* "" 

et, si Pon applique l'équation [8J du § précédent, cette dernière 
expression s'écrit 

- (nX rot Iî5A^ da + (n X grad i A [«A*]* * ^<ï- 
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La première de ces intégrales est nulle et la seconde a pour 
valeur 



.xjj 



M* * X grad — . n — [8]b * X **• grad —\da] 



mais on a, toujours en vertu de ? équation [7] du § 12, 
[»]** X ^- grad — cïo = — [«]** X ^- grado — do 

= — grado WôX**^ = — grado<p; 
par suite, et puisc^ue le vecteur a est arbitraire, il vient 

I [Kan — n div 8]b — = 1 [s]b * X grad —.ndc-\- gradç (p. 

En portant donc cette valeur dans V expression de s et en se 
rappelant la définition [4] de CT, T équation [1] se trouve établie. 

Par un calcul tout pareil, que nous supprimerons pour abréger, 
on démontre Téquation [2]. Il suffit de partir de F équation [2'] du 
§ 11 et de prendre la divergence des deux membres. En posant 
= div «, on a 

A' ^^-a'p = divl^; 

par suite on peut appliquer de nouveau la formule de Kirohhofp. 

Dans le cas de 1' équilibre élastique, nous aurons : 

[6] énb^« (0) = (a* — 6«) grad^ + 6* grad^ <p + 17 
[7] 4jca8 0(0) = divo U, 

formules dans lesquelles on pose 



O =J div s. y, «p = j « X »* ^ , 



[B>-K + ?^.F 



+ 



di 



JCt~- C 1 

s -7^ tida + 6^ M^ X grad -. nda. 



Démonstration. — U équation [6] , avec les notations [8] , est 
un cas particulier de Téquation [1] ; il suffit de supposer que tous 
les éléments sont indépendants du temps. 
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On déduit aisément [7] de [6] en prenant la divergence des 
deux membres (au point 0) et en remarquant que V on a 

div grado «p = 0, div grado <> = — 4ji; divo s. 
11 y a également lieu de noter la formule 

[9] 47lb^ TOt 8(0) =YOt U, 

valable dans le cas de Téquilibre et dans celui du mouve- 
ment. 

Démonstration. — On déduit immédiatement cette formule de 
r équation [1] ou de l'équation [6] en appliquant aux deux membres 
r opérateur rot. 

Notons finalement la représentation suivante du dépla- 
cement à V aide de potentiels harmoniques v et (p et de 
potentiels biharmoniques w^ 

[10] « = grad F+rot«, 

eu posant 

il r r dr 

rFdx H — rFa do -f 26» « Tp^d<ï 

Démonstration. — Il n'y a qu' à se servir d'une formule des 
Eléments (p. 155, form. (12) pour k=l) qui nous donue 

2a« <> = rx grad rdx-]- — îFaX grad r da 



■J' 



+ 2b^ \sX^-^^-^nda-é^b^q>. 



Si 1' on remarque que l'on a 

F X gradp r = — JF^ X grado r = — diVo (rF) ; etc., 
on peut l'écrire 

2a* <& = — diVo w — 46*q). 

De plus, le symbole A' étant supposé relatif au point 0, on a 

2F 



- ^ - 

d»où 



J ( grad i 



/\'w = 2Cr + &« I I grad - X n. ^- «X grad -. n \da. 



La quantité sous le signe d'intégration s'écrit 
gradp -/\{8/\n) = .- grado -N.sf\n) 



= - roto(*4^). 



On a par suite, en supprimant pour simplifier T indice 0, 

/\^w = 2Ï7 — 26^ rot V = grad div w — rot*w. 

En portant ces valeurs dans T équation [6], on obtient T équa- 
tion [10]. 



§ lé. Potentiel d' élasticité des corps élastiques. 

Faisons subir des déplacements virtuels hn aux points 
d' un corps élastique déformé et en équilibre. . Le travail 
virtuel ôL des pressions intérieures, égal et de signe con- 
traire au travail virtuel 8/ des forces données et des pres- 
sions au contour, s' exprime par 

[1] hL =Jl,(p^)dt. 

Démonstration. — On a en effet 

ÔL = — ô^ = - 1 QJF^X ô« c^t - j JPfl X ô« do. 

Mais on a 

I -ï^n X ô« c^a = I pn X^8da= j n X Pô« ^«^ = — | div (pS»)rft 

en vertu de l'équation [1] du § 7, du théorème de commutation et 
du théorème sur la divergence. L'équation [2] du § 7 donne ensuite 



=-/' 



ÔL = — [grad P X §« — div (pô«)] dx, 

d' où réquation [1], si Pon utilise Péquation {[3], T, n. 41! en se rap- 
pelant que p est une dilatation. 
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Admettons V existence d' une fonction . Il (potentiel 
d' élasticité rapporté à V unité de volume) dépendant de 
rétat actuel du corps et telle que son acjproissement changé 
de signe exprime le travail élémentaire accompli par les 
pressions intérieures. On a alors 



(2) 



I. U- 1) — »n. 



Démonstration. — En effet 



ôL = — on. <«T = - ô n^^T 



d' où Péquation . [2], par comparaison avec [1]. 

Par un point pris arbitrairement à V intérieur du 
corps traçons trois plans, deux à deux orthogonaux et dont 
les intersections mutuelles soient parallèles à trois vecteurs 
unitaires i, J, & ; soit F^ la pression par unité de surface 
qui s'exerce sur le plan dont la normale est i; soient F^^^ 
F^2i -^13 '®s coordonnées de cette pression suivant trois axes 
arbitraires, et ainsi de suite; soient enfin e^^, egg? ^33, 623,... 
les coefficients de dilatation suivant les directions de ces 
axes et les glissements mutuels. On a : 

[3] I, (Pa) = I, (p ^ = F,, eu + -^22 ^22 + + F,^ t,^ 

Démonstration. — En effet, le premier membre de [3] est équi- 
valent à 

I^(Pa) = *Xpa<-f = ^X^ + 

= FH«Xa*H-i^2?JXai + ^33fcXafe 
+ i^23UX«fe + feXaJ)-|- , 

car V équation [1] du § 8 montre que Frs = Fsr. 

Les formules du § 2 montrent alors Texactitude de Péquation 
[3] et, par suite, de l'équation [4]. 

La loi de Hooke généralisée montre , comme un fait 
d' expérience , que les quantités Frs sont (comme dans le 
cas des corps élastiques isotropes) des fonctions linéaires 
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et homogènes des Ers î par suite, relativement à un système 
de référence donné (0, i, J, fc), les Frs sont définies comme 
fonctions linéaires, et homogènes des Ers avec 36 coefficients 
ttrs (constantes . d' élasticité isothermidues). On a ensuite les 
équations suivantes : 

[5] -Sn = El,. S F,, + 822. 8^22 + + e,2.SF,2 

[6] • I,(Pa)=-2n 

m I,(K)=Ii(P«), 

a désignant une homographie des déformations et P' une 
homographie des pressions correspondant à une seconde dé- 
formation du corps. 

Démonstration. — Le second membre de [4] devant être une 
différentielle exacte, on doit avoir entre les constantes d'élasticité 
les relations 

Cùrs = Clsr , 

lesquelles permettent de réduire à 21 le nombre des constantes 
pour un corps élastique quelconque. De là la relation [5]. 

En additionnant les équations [4] et [5], en intégrant et en uti- 
lisant la relation [3], on obtient Péquation [6]. 

Enfin Téq nation [7] résulte de la symétrie présentée par la fonc- 
tion bilinéaire 

^11 -^ 11 H" ^22 ^22 "i~ +^12 ^12' 



§ 15. Théorème de réciproùité de Betti. 

Soient deux déformations 8 et «' d' un même corps 
élastique correspondant la première à un système F, J^j^ 
de forces données et de pressions au contour et la deuxième 
à un second système F\ JP'j,. On a 

[1] {qF X 8' dx + {Fj, Xs'do= {qF' X « dt + f J"a X sda. 

Démonstration. -- En procédant comme on l'a fait pour l'équa- 
tion [1] du § précédent, on voit que le premier membre de 1' éga- 
lité [1] est égal à 



■(li(K 



)dx 



et l'équation [7] du § précédent montre alors qu' il est identique 
au second membre. 
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CHAPITEE m. 



Mouvement libre par ondes planes dans 
les milieux isotropes ou cristallins. 



§ 1. Corps isotropes. 

Considérons une perturbation qui se propage dans un 
milieu élastique. Nous dirons qu'elle a lieu par ondes planes 
polarisées quand tous les points d' un plan normal à une 
direction fixe se trouvent dans le même état de mouve- 
ment à un même instant et si Ton a en outre 

[1] 8^=^ su 

en désignant par 8 le déplacement à l' époque t, par u un 
vecteur unitaire constant parallèle à la direction du dépla- 
cement ; la grandeur s du déplacement est supposée fonc- 
tion seulement du temps t et de r, distance d'un point fixe 
au plan de V onde. En V absence de toute force exté- 
rieure, nous dirons que le mouvement est libre. Nous dé- 
montrerons tout d'abord le théorème suivant : 

Dans un milieu isotrope peuvent se propager libre- 
ment des ondes transversales, c' est-à-dire des ondes dont 
les points ont des déplacements contenus dans le plan de 
Fonde, et des ondes longitudinales, c'est-à-dire des ondes 
dont les points ont des déplacements normaux au plan de 
1' onde. 

La vitesse de propagation des ondes transversales est 
b et celle des ondes longitudinales est a, en désignant par 
a et b les constantes du § 11, Chap. II. 

Les ondes transversales n' ont pas de dilatation, mais 
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ont une rotation ; les ondes longitudinales n'ont pas de ro- 
tation, mais ont uoe dilatation. 

Si V on désigne ensuite par n et n^ deux vecteurs 
unitaires constants, le premier normal au plan de Tonde, 
le second parallèle au même plan, et situes en outre dans 
un même plan avec «, les équations des deux mouvements 
vibratoires, longitudinal et transversal, l'une et l'autre iden- 
tiques à réquation des cordes vibrantes, sont : 

â\s X n) _ ^2 ^'(^ X n) 



Démonstration. — On a 

« = («X^)» + («Xwi)n4; 
r équation [1] donne ensuite saccessivement 

div 8 = grad rX-r- = ^Xr-= -^ 

,,. b%sXn) , à%8Xn) 

grad di V 8 = ^^p grad r = ^ ^^ n; 

et r on obtient de la même façon 

4. A A à» Ad8 d{n/\8) 

rot 8 = grad r A -- = n A -- = ' ^ ^ ■ 

« ^ A àKn/\8) . d*(nA«) 

rot« « = grad r A \^.i = ^* A \^.^ 

En substituant ces valeurs dans V équation [Ij du § 11, Chap. 
II et en égalant les coefficients de n et de n^, on obtient les équa- 
tions [2]. De ces dernières résulte d'une façon bien connue l'inter- 
prétation des constantes a et b* 

On remarquera ensuite que la première des équations [2] cor- 
respond à l'équation [!'] du § 11, Ghap. Il, en supposant la rotation 
nulle. Il sutRt encore d' introduire un trièdre de référence , dont 
r un des vecteurs fondamentaux soit n, pour démontrer que les 
ondes longitudinales donnent lieu à une dilatation, mais qu' il ne 
leur correspond pas de rotation, etc. 
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§ 2, Corps cristallins. 

Soit p V homographie (dilatation) des pressions intérieu- 
res , s le déplacement , fonction de P et de ^ : V équation 
du mouvement libre dans un milieu cristallin est 

[1] + gradp p = 0. 

Démonstration. — Il suffit d'appliquer le théorème de d'Alem- 
BERT et V équation [2] du § 7, Chap. II. 

On a supposé la densité du corps égale à 1 (ou encore 
englobée dans P). 

On a le théorème suivant : 

L' intégration de l' équation du mouvement par ondes 
planes polarisées se ramène à celle de V équation des cor- 
des vibrantes. 

Démonstration. — En se servant de P équation [1] du § précé- 
dent, on met Téquation [2] sous la forme 

(a) ^ ** "^ grad/> p = 0. 

Soit a V homographie de déformation. On a 



en posant 



ds ds dr ds dr bs , 

^~^dP~'drdP'~'dr^dP~'dr^' 



dv 
a' ~ «i — = H(grad r,ti) = H (n,«i) (*) 



et en se reportant à V équation j[4] I, n.' 39|. On voit qu' on peut 
considérer a' comme l'homographie d'une déformation dont les dé- 
placements sont ru. 

Posons de même, pour l' homographie p des pressions, 

P' est 1' homographie des pressions qui correspondent à la défor- 



(*) Nous avons décidé jl, page 32j que nous emploierions exclusi- 
vement des opérateurs à gauche. Une seule exception a été faite en fa- 
veur de l'opérateur impropre îiombre réel (I, page 5, n.° 5), pour nous 



' V 
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mation a'. On a par suite : 

P'a' = P'H (grad r,u) = H (grad r, p'w). . 
Posons enfin 

— 2n' = Ii(p'a') = grad r X P'^ = » X P' «? 
en utilisant T équation |[3], I, n.® 12j. On a 

I.(Pa) = (g)'l,(p'a'), 
d' où P. on déduit 

par suite EL' est , tout comme EL , une quantité toujours positive , 
c^est-à-dire que Ton peut toujours poser 

avec 0) réel; on a, par suite 

(b) n X P' «* = « X P' w = — «S 



conformer à Pusage, C'est en vertu de cette exception que nous avons 
pu donner à la seconde formule générale de la page 62 (Tome I) uue 
forme analogue à celle qui se présente en Analyse. C'est pour la même 
raisoQ que nous pouvons écrire 

(a) - u, -7^ au lieu de H (grad m, u\ 

(b) u, --T^ V au lieu de H (grad wi, u) v, 

et que nous pouvons donner, en vertu de (a), la forme suivante à la 
formule t[4], I, n.o 39) : 

d{mu) du dm 

~dP '^Jp'^^^'Sp- 

Nous ne pourrons jamais recommander avec assez d'insistance au 
lecteur de limiter exclusivement aux cas (a) et (6) l'emploi de l'excep- 
tion indiquée plus haut : sans cela , les notations présenteraient des 
inconvéûients notables dont on a de nombreux exemples dans le calcul- 
de GiBBS qui emploie un mélange d* opérateurs à droite et d* opéra- 
teurs à gauche. C est ainsi, par exemple, qu' il ne convient pas de 
remplacer la notation binaire H («e, v) par la notation v, u X» car 
v. «e X * lo- forme du produit de deux opérateurs , alors que v n' est 
pas UQ opérateur. Il convient bien. moins encore d' étendre aux opéra- 
teurs l'exception faite en faveur des nombres réels et d'écrire indiffé- 
remment au ou ua. 
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puisque p' est une dilatation. Il' est donc le potentiel d* élasticité 
correspondant à la déformation a'. 

Ceci posé, on peut aisément transformer V équation (a) ; on a 
en efîet 

gradP p = grad (g p') = P' (grad g) = p- (g „) = p' „, 
puisque P' est indépendant de P; et l'équation (a) devient 

en multipliant intérieurement par u et en tenant compte de l'équa- 
tion (6) on obtient 

ce qui démontre le théorème. 

On a les formules très importantes qui suivent : 

[4J co« = 2n' = u X gradg H' 

[6] (û^u = gradç II' ; 

dans lesquelles on a posé 

■ Q^O + u. 

Démonstration. — Les relations [2] et [3] ont été établies dans 
la démonstration précédente. De plus l'équation [2] fournit l' inter- 
prétation de (0 qui est la vitesse de propagation des ondes planes. 

De r équation (6) on tire 

0)2 = 2n' = — w x.P'^* = — (0 - 0) X P'^ 

et, par suite |I, n.^ 42, [2]|, 

P'n = — gradg II' 
d' où résultent les équations [4] et [5]. 
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§ 3. Ellipsoïde de propagation et ellipsoïde d'élasticité. 

Lois de Fresnel. 

Posons 



- 


M = 0-\-QU] 


r équation . 


t 


[1] 


211'jf - 1 



représente un ellipsoïde, de centre 0, qu' on appelle ellip- 
soïde de propagation. Il dépend du milieu et aussi de la 
normale n à l'onde plane considérée. 

Nous allons démontrer la proposition suivante : 
La direction du déplacement est parallèle à V un des 
axes de V ellipsoïde de propagation ; la vitesse de propa- 
gation est , en grandeur , V inverse de ce même demi-axe 
de r ellipsoïde. 

Démonstration. — L* équation [5] du paragraphe précédent 
exprime que le rayon issu de parallèlement à u est normal à 
r ellipsoïde semblable à P ellipsoïde qui passe par et semblable- 
ment disposé ; en outre 

2U'm =; 2e« U'q = q2û)« = 1, 

ce qui démontre la seconde partie du théorème. 

Dans le milieu qu' on appelle milieu élastique de Gkeen, 
il peut y avoir ou bien des vibrations purement transver- 
sales ou bien des vibrations purement longitudinales. Bor- 
nons-nous aux premières pour lesquelles on a 

[2] nXu^O, 

et posons* 

[3] Q^O + u, G' = + ie', u' = n/\u] 

u et u' seront les directions, perpendiculaires entre elles, 
des deux vibrations transversales. On a en outre les for- 
mules suivantes : 

♦ 

[4] gradg/ YV f\n = gradg II' = (ù^u 

[6] (ù^u' = gradg/ n' — \in 

BURALI-FORTI — MaRCOLONGO. II. 1 
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dans lesquelles on a posé 

|i = n X gradg/ n'. 

Démonstration. — Ayant posé les équations [3], on a, pour nn 
déplacement arbitraire de 0, 

dq = dv! = nl\du = nf\dQj ' 
dU! = gradQ' n' X clQ' = gradg' n' A^- X ^0 = gradg n' X dQ 

d^ où résulte, puisque dQ est arbitraire, la première des équations 
[4]; la deuxième coïncide avec la relation [5] du paragraphe précé- 
dent. 

Multiplions les deux membres de [4] vectoriellement par n; 
nous obtiendrons P équation 

co^n/\u = n/\(gradQ' ri'/\») = gradç' II' - n X gradg' n'. n 

qui n'est autre que P équation [5]. 

On peut déterminer la forme de II ou de II' de façon 
que les conditions imposées au milieu de Geeen soient 
vérifiées. Une forme possible de H' est la suivante 

[6] 211' =^m{uXny + 2cp 

avec 

[7] 2çç = u' X aw', 

m étant un nombre constant, if' une seconde direction de 
vibration normale k ti et a une homographie (dilatation) 
dépendant des seules constantes du milieu. 
L' ellipsoïde 

2(p =^ 1 

(quadrique indicatrice de a) s'appelle ellipsoïde d'élasticité. 

Démonstration. — En effet les équations [4] et [6] entraînent 
V équation 

(o*«e = grad q) -f m(ii X **) w> 

laquelle est identiquement satisfaite si V on pose- 

ti = n, ti' = 0, m = (0-, 

c^ est-à-dire si la vibration est purement longitudinale. Les deux 
autres vibrations sont donc transversales et, pour ces vibrations, 
211' ne diffère pas de cç. 
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< 

L'ellipsoïde d'élasticité 

2q) = l 
dépend des seules constantes du milieu (au nombre de six distinctes). 

Il est maintenant facile d^établir les lois de Fresnkl, 
qui sont les suivantes : les deux directions des vibrations 
transversales sont parallèles aux axes de 1' ellipse d' inter- 
section de P ellipsoïde d'élasticité et du plan mené par 
parallèlement au plan de Ponde ; les deux vitesses de pro- 
pagation suivant ces directions sont égales, en grandeur, 
aux inverses des demi-axes de V ellipse. 

Démonstration. — L'équation [4] nous donne 

û>% = gradg, tp/\u 



d'où 



u X gradg, cp = 



équation qui exprime que les deux directions u et u' sont conju- 
guées par rapport à 1' ellipsoïde cp = const. ; et comme ces direc- 
tions sont orthogonales et qu'elles appartiennent, au plan de l'onde, 
la première loi est établie. 

En multipliant •intérieurement les deux membres par u et en 
remarquant que 

gradg, (p = au'j 
on obtient 

0)2 = grad^ 9 A** X ** = ^^' X w' = 2q)Q/ 
d'où l'on tire, en posant 

P-0 = r{Q' — 0\ 
V équation 



i 



CÙ* = 



.« • 



§ 4. Rayon. Surface d' onde. 



Le rayon correspondant à Ponde plane de normale n 
a pour direction gradj^q), en posant 

N=0 + n. 




I 

r- 

i 
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Si Pon dësigae par r un vecteur unitaire parallèle à 
ce rayon, il existe un nombre co^ tel que Ton ait 

[1] 0) cOi !• = gradjv^ qp, 

et V on a alors : . 

[2] (û(x>^r = (x>^n — \iu' 

[3] . (0« (ûi^ = CO* 4- |a8 

[4] C0| !• X ^ = CD 

( 

[6] u' = \i{o — 0)^)"" ^ n 

[6] CD Ja — cû|')~ * r = cû(o — œ^)- ^ n = 

M" 

[7] li X(<T — o)*)""^w. = 

[8] (ù^^r X (a - o)i2)-ir+ 1=0 

[8'] rX a(o — (o^«)-ir = 

[9] 0)2 [(a — 0)2)- ^ n]2 = (x>^^ [(o — œ^»)- ^ if = ^ = 



1*2 0}|* — (û* 

Démonstration [2], — Par un raisonnemeRt identique à celui 
du § 3, on obtient 

gradjv <p = u/\gr2idQ^ (p ; 

par suite l'équation [1] donne, en utilisant Péquation [5] du § 3, 

focûfi r = w/\(co*m' -|- fi w) = œ* w — h-m' 

ce qui démontre la relation [2J. 

Démonstrations [3], [A]. — En élevant au carré les deux membres 
de V équation [2] et en multipliant intérieurement par n les deux 
membres de [2], on obtient respectivement les équations [3] et [4]. 

Démonstration [5], — L' équation [5] du § précédent donne , si 
r on remarque que 

au' = gradg' (p, 
la relation 

(a) au' = (ù^u' H- \in, 

qui, résolue par rapport à u\ fournit 1' équation [6]. 

Démonstration [6]. — L^ équation [2] nous donne, en vertu de 
[3] et de [5], 

œ^r = (0 [1 + (co* — œ^*) (a — co*j— > ] n; 
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oi* on a 

(co« — (Oi«) (a -.(o«)- 1 = [(a — (o^?) — (a - co')] (<t — û)«)- i 
= — 1 + (o — a)i«) (<T — 0)2)-- 1 ; 

on obtient donc finalement 

(o^r = œ (a — co^*) (a — co')— i n. 

Eji appliquant, à gauche, P opérateur (o — œ,')— î aux deux 
membres de cette équation , on obtient la première des équations 
[6], et, en utilisant l'équation [5], on obtient ensuite la deuxième 
équation [6]. 

Démonstration [7]. -— Il suffit de multiplier intérieurement par 
n les deux membres de [5]. 

Démonstration [8]. — Multiplions intérieurement par r les deux 
membres de [B], puis par wMes deux membres de [2]; nous aurons: 

«>if X (<J — «>i*y— 1 r = — = 

d'où l'équation [8], 

Démonstration [8']. — En multipliant (X) l©s équations [2] et 
(a) on obtient r X <^w' = 0; en utilisant Téquation [6], il résulte de 
là l'équation [8']. 

Démonstration [9]. — Il suffit d'élever au carré les deux mem- 
bres de [6] et de remplacer n* par sa valeur tirée de [2]. 

L' équation [4] nous donne V interprétation de œ^ qui 
est la vitesse de propagation le long du rayon r* 

Les équations [7] et [8] sont deux équations du second 
degré vérifiées respectivement par co^ et par co^^. 

Lorsque r varie, le point 

P=0 4-(o^r 

décrit la surface d' onde» 

L' équation de la surface d' onde a les deux formes 
suivantes : 

[10] (P ~ 0) X la — (P — 0)2(- 1 (f' — 0) + 1 = 
[111 {P-0)Xo 10a - (P - on (P - 0) -.13a = 0. 

Démonstration [10]. — Exprimons r en fonction de P; en por- 
tant la valeur ainsi tirée dans [8], nous obtiendrons l'équation [10], 
car on a m^^ = (P — 0)*. 

Démonstration [11]. — D'après l'équation [8'] on %: 

(P- 0)X<ï(<y — coi2)-i(P-0) = 0. 
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En remarquant que a — coi* est une dilatation et en utilisant 
réquation {[4'], I, n. 20{, nous obtiendrons 

(P - 0) X CJR (<y - «> i') (^ - 0) = ; 

d' autre part on a tout de suite 

R(a -i-œ) = Ua'\-x CKa + x^ 

X étant un nombre et a une homographie ; on aura donc 

(P - 0) X <ï (R<ï — «>i* Ca -f coi') (P - 0) = 0, 

d'où Pon déduit Péquation [11] en divisant par ooi^, après avoir 
encore utilisé V équation l[4'], I, n. 20|. 

Le point P précédemment défini est la position finale 
après une unité de temps d'un point lumineux qui partant 
de aurait un mouvement uniforme sur #•, de vitesse co^. 
Nous démontrerons encore la propriété suivante : 
La surface d' onde est T enveloppe des plans des di- 
verses ondes dues à une perturbation d* origine 0, après 
une unité de temps. 

Démonstration. — Remarquons tout d* abord que le plan tan- 
gent en P à la surface d'onde est normal à n. 

En effet, en différentiant l' équation [10], on a, en vertu de |[3], 
I, n. 36j 

— (P- 0)Xa"*-^a.a-l('P- 0) = 
où l'on pose, pour. abréger, 

et puisque a— i est une dilatation et que a est indépendant de P 
2c^PXoi-KP— 0) + 2(P-0)Xa-^-lP-0)X^^.a"K^-^) = Û. 
Le dernier terme du premier membre est égal à 

2(P — 0) X a- ^. a- K/^ - 0\ {P-0)X dP 

= 2 cZP X [(a- K^"* - 0)f (P - 0). 

Par suite il viendra 

dP X l(<J - coi*)'- ^ ^ H- < [(<J - O " ^ '^]* '^î = ^» 
ou, en vertu de [6] et de [9], 



dPy^X h -5 con — ^w' =0, 
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ou enfin 

Si l'on remarque ensuite que là projection de P — sur n est 
donnéq par l'expression 

(P — 0) X ^ = o>i ^ X ** = tO) 
le théorème se trouve démontré. 
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CHAPITRE IV. 



Hydrodynamique des fluides parfaits et des 
fluides visqueux {*). 



§ 1. Equations fondamentales du mouvement 

des fluides parfaits. 

Nous repréaenfcerons par F la force rapporfeée à Punité 
de masse , par q la densité , par v ou par P' indifférem- 
ment la vitesse, enfin par p l'intensité de la pression spéci- 
fique au point P d' une masse fluide en mouvement. 

Nous admettrons entre p et q une certaine relation 
(équation caractéristique du fluide). Les équations indéfinies 
fondamentales du mouvement prennent la forme suivante : 

.1/1 Sv ^ dv ^1 j 

[1"] — + (rot i?) A^ + 2 ^^^^ ^^ = ^' ëi'ad p 

[2] Il + div {QV) = 

[2'] ^ + edivï; = o. 



(*) Nous ne ferons ici qu^ un exposé rapide des points les plus 
essentiels de cette importante théorie qui sera l'objet du volume III, 
par M. Booaio. 



- 57 - 

Démonstration. — L- équation [1], qui est Péquation fondamen- 
tale, n'est pas autre chose que T équation [2] de la page 140 des 
Eléments, 

L'équation [1'] se déduit de [1], en considérant v- comme fonc- 
tion de t et de P; c'est la forme dite forme eulèrienne des équa- 
tions du mouvement. 

L'équation [1"] est aussi une conséquence de [1'] ; il suffit d'ap- 
pliquer l'équation |[1"J I, n. 38}. 

L'équation [2] est V équation de continuité {Eléments page 141, [3]). 

Pour obtenir [2'], il suffit de remarquer que l'on a 

div (qv) = Q div v + r X grad q = q div v + -tt, v 
en vertu de l'équation |[1] I, n. 39i et que 1' on a aussi 

dt dt '^ dP * 

Si les forces dérivent d'un potentiel C/, le second membre 
des équations [1] , [l''] , [i"] peut être remplacé par 

— grad $ 
en posant 

dp 

et $ s' appelle le potentiel d* accélération. 



[3] «•=f/+.f- 



Démonstration. — L'équation [3] donne en effet immédiatement 
— grad $ = — grad U grad p = F grad p 

V V 



§ 2. Equations de Lagrange. 

Si Ton regarde la position P d'une molécule du fluide 
à l'époque t comme une fonction du temps et de la position 
initiale P^ de cette molécule, on a 

r9i T ^^ 

Qq étant la densité initiale. 
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Si les forces dérivent d* un potentiel , V équation [1] 
devient 

dP 
Démonstration [1]. — Il suffit (V appliquer V opérateur K -r- 

uPq 

aux deux membres de la relation [1] du paragraphe précédent et 
de tenir compte de V équation {[2'] I, n. 45}. 

Si les forces dérivent d' un potentiel , on procède de la même 
façon. 

Démonstration [2]. — Posons pour abréger 

_ dP o _ ^«^ 

on au«*a 

, __da _^ d dP _ dv _ dv dP _ ç. 
" ~"dl ~~ dt dJ{^ dP^~^ ~dPdFo ""' ^"' 

Or on a en général, avec les conventions habituelles, |[, n. 11 [IJj 

I^a = {ai)/\aj X o.k, 

d^ où, en dérivant par rapport à ^, 

(Iga)' = a'i X oi/Aafc + 

= i X Ka'(a^ Aa*^) H- 

= iXKaMlat + 

ou bien 

(Iga)' = Il (Ka'. Ra) = I^ (Ra. Ka'). 

Par suite, si l'on tient compte de la valeur trouvée précédem- 
ment pour a', on a 

(Iga)' = Il (Ra. Ka. Kp) = I^ (Iga. Kl3) = Iga. I^p 

en vertu des relations |[1] I, n. 10| et {[4] I, n. 20|. 
Et, en vertu de V équation 

IiP= divv, 

P équation [2'] du paragraphe précédent devient ^ 

e(l3a)'+I,a.g = 0. 

En intégrant et en remarquant que pour / = on a a = 1, on 
obtient la relation [2] qui est par suite V équation de continuité 
transformée. 
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§ 3. Équations de Weber et de Helmhoitz.. 

Dans l'hypothèse où les forces dérivent d'un potentiel, 
on a 

[1] (k ^ J V — 1^0 = — grad/>o X 

d /rot v\ dv /rot v 

di\ Q )^dP\~ 



avec 



$ étaat le potentiel d' accélération. 

Les équations [1] et [2] portent respectivement les 
noms d' équation de Weber et d'équation de Helmholtz. 

Démonstration [1]. — Intégrons de à ^ P équation [1'] du § 2 
et remarquons que V on a 

( ^ dP\dv 1 , , 

en vertu de la première des équations j[l] I, n. 42! ; 1' équation [1] 

résultera immédiatement de là, car ( K Tp- \v se réduit précisément 

à Vq si l'on donne à Ma valeur 0. 

Démonstration [2]. — L' équation [1"] du § 1 peut s* écrire 



^^^ + (rot v)^v = - grad [u-^^v^-^ f-^). 



ht 



En appliquant aux deux membres P opération rot et en remar- 
quant que i* et / sont des variables indépendantes, il vient , en 
vertu de la deuxième des équations |[3] I, n. 42|, 

ô/^^./j. dv\ ^ , d rot V 



(rot v) + ( div 'f? — Tp ) rot v + 



dt^ ' ' V dPJ ' dP 

ou bien 

— (rot v) + div V. rot v = :t7, rot v. 
dt^ ^ dP 



'^■ 
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En vertu de T équation de continuité (équation [2'] du § 1), le 
premier membre est équivalent à 

d , , . 1 do , d /rot v\ 

— (rot V) -:^ rot V = e -r; 

dt^ Q dt ^ dt\ Q J 

ce qui démontre T équation [2]. 



§ 4. Intégrales de Cauchy. 

Si les forces dérivent d* un potentiel, on a 

Démonstration. — Opérons avec rotPo sur les deux membres 

dP 
de Péquation [1] du § précédent, puis avec ;rrr sur T équation ainsi 



dP, 



obtenue. Il vient 



dP ^ f^dP \ dP ^ 

le premier membre est précisément égal , en vertu de l' équation 
j[5] I, n. 45| , au premier membre de l' équation [1], qui se trouve 
ainsi démontrée. 



§ 5. Théorème de Lagrange. Potentiel des vitesses. 

Si les forces dérivent d'un potentiel et si à un instant 
déterminé il existe un potentiel des vitesses pour une partie 
finie ou non d' un fluide parfait, il en est de même , pour 
cette même partie, à tout autre instant antérieur ou posté- 
rieur à l'instant donné. 

Oe potentiel étant représenté par cp, les équations du 
mouvement prendront la forme 

[1] -^ + ^(gra.dq>)«=-0 

[2] div grad cp = Acp = — -^ 

Démonstration. — En multipliant intérieurement par dPQ les 
deux membres de l'équation [1] du § 3, on a, par suite de propriétés 
bien connues 






(■^S«) 
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XdP^- Vç,XdPo = - dx] 



mais on a 



dP \ dP 

K-r^^vjXdPo = vX^^dP, = vXdP; 



par suite 



vXdP-VoXdPo = -dx^ 
Si donc on pose 

Vo = — grad p^ (po, 
on obtiendra 

vXdP= — d(pQ — dx 
et par suite 
(a) V = — grad (qp^ -f x) = — grad (p. 

Le théorème est donc démontré. 

L* équation [1] se déduit de [1"] et de la relation [3] du § 1. Il 
suffit en effet de porter 1- expression (a) dans cette équation [V] 
pour obtenir 

grad f — -^ + 2 («^*^ ^)0 = — grad$ 

d'où Pon tire l'équation [1] en négligeant une fonction arbitraire 
du temps qu' on peut supposer englobée dans q). 

L'équation [2] se déduit de même iiAmédiatement de l'équation 
[2'] du § L 



§ 6. Équations fondamentales du mouvement 

des fluides visqueux. 

Si par un point P d' un fluide visqueux on mène un 
plan, la pression qui s'exerce sur ce plan pendant le mou- 
vement est une fonction linéaire de la normale à P élément; 
il existe donc une homographie p (homographie des pres- 
sions), fonction du point P, telle que la pression F^ (})ar 
unité d'aire) s' exprime, comme dans n' importe quel corps 
continu, par la formule 

Soit p Pinteusité de la pression spécifique unitaire re- 
lative à P état d' équilibre ; P homographie p — p dépend 
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évidemment de V homographie a = -t-= et la loi de dépen- 
dance, est exactement celle qui a lieu dans uu corps éla- 
stique isotrope, c'est-à-dire que l'on a f^*'^ PJ 

[1] p — p = — Àlj a — 2|x Da 

([1 est le coefficient de viscosité; on a |i>0 et À + 2|x>0). 
Les équations du mouvement ont la forme 

[2] — - = F grad p H '-^^ grad div t^ + v A' v 

Oit Q Q 

dv dv 

[3j ^ + edivt.==o 



avec 



M- 
V = — . 



Démonstration [2]. — On part de F équation générale du mouve- 
ment des corps continus et, par un calcul tout pareil à celui du 
Chap. II, on trouve la relation [2]. 

L'équation [3] n'est pas autre chose que l'équation de continuité 
laquelle subsiste sans modification. 

L'équation analogue à Qelle de Helmholtz (voir § 3) est 
ryii d [rotv\ dv[Yotv\ , ^/, , n 

Démonstration. — Dans le cas où les forces dérivent d' un po- 
tentiel U, l'équation [2] peut s'écrire 

■^ + 2 ë.^^^'^^ -^ i^^^^)A^ = -gradj C7+ — j +vA'v. 

En appliquant aux deux membres 1' opérateur rot et en procé- 
dant comme au § 3, on obtient l'équation [4]. 

Dans l' hypothèse où 1' on a 

les théorèmes bien connus de Helmholtz relatifs atix tour- 
billons subsistent pour les fluides visqueux. 
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En se plaçant toujours dans Thypothèse où les forces 
dérivent d'un potentiel Z7, V équation du mouvement peut 
se mettre encore sous la forme 



15] 



g=-grad(i/+J^)-vrot«« 



avec 

n = p + {X + 2\i) divv ] 

et, dans V hypothèse ou P on a 

rot* V = 0, 

on obtient par suite les équations de Weber et le théorème 
et les équations de Lagrange. 

Démonstration. — On le démontre immédiatement à V aide de 
l'équation [4] en se rappelant {I, n. 49 [2]| lue V on a 

A' V = grad div v — rot' v. 

Eu général, s'il existe un potentiel des vitesses cp, les 
équations du mouvement deviennent 

[6]{ ,, ' 

Q de 

Démonstration. — On procède identiquement comme au § 5. 

Dans le cas d' un fluide incompressible, on a Aqp = 0; 
par suite les équations indéfinies sont les mêmes que pour 
les fluides parfaits. 

Enfin dans le cas , très important pour la pratique , 
d' un mouvement lent, on a 

[7] — =M F grad p H grad div v -\-v A'V 

^et dans le cas d' un mouvement lent et stationnaire, 

[8] F grad p -| — -^—^ grad div v + v A't^ = 0. 

Démonstration. — Pour démontrer l'équation [7], il sutlit de 



•^ i 
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remarquer qu* on peut négliger les produits et les carrés de v et 
de ses dérivées , de sorte que , dans V équation [2] , on peut faire 

abstraction du terme ^-r, v. 

Quant à Péquation [8], elle résulte de [7] parce que, le mouve- 
ment étant stationnaire, on a ■— ■ = 0. 

01' 



§ 7. Equation de V énergie pour les fluides visqueux. 

Fonction de dissipation. 

Supposons que les forces dérivent d'un potentiel U et 
représentons respectivement par T, Ket TF l'énergie cinéti- 
que, rénergie potentielle et l'énergie intrinsèque d'un fluide 
visqueux en mouvement occupant un volume t de surface 
a ; on posera donc 

[IJ 2T = iQv'dx, V^içUdx, 1^ = 0— [pdf-jUdr 

et l'on aura alors l'équation suivante {équation de l'énergie) 

[2] ^ (r + r+ W) = ^F^ X vda + h^ HP - pH dx. 

Démonstration. — Partons de V équation [1] du paragraphe 1 , 
appliquée au cas des fluides visqueux 

Q^ + Qgrad C7= — grad p, 

multiplions les deux membres intérieurement par v , remarquons 
que P on a 

, ._^ dU dU 
gv^dUXv = ^v=^^ 

et intégrons dans le volume x; nous obtiendrons tout d* abord 



^,(r-f V)=-jgradpX«'^T, 



dl 



puis nous aurons successivement, à Paide de formules connues, ' 

-gradpXv = Ii(p|p)-clivpi; = 

= Il |(P — p)aj -f p div V — div pt^ 
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Mais remarquons que V équation de continuité donnô 



I p div i; dx = I 






puisque la masse élémentaire Qdx est invariable et qu^on a en outre, 
à cause de la propriété de V homographie des pressions, 



= -Ux^ii 



On obtiendra alors immédiatement V équation [2]. 
La fonction 

[3] 2^ = -|l,KP-p)«|dt 

s' appelle fonction de dissipation ; V équation [2] exprime 
donc le théorème suivant: Taccroissement de T énergie to- 
tale, pendant T uni té de temps, est égal au travail accompli 
par les forces extérieures diminué d'une quantité égale à 
la fonction de dissipation. 

On a pour la fonction y^ V expression suivante : 

[4] 2tp =- X 1 (div vf cit + [1 (rot v)^dx^lA (grad div v)y^vdx 






— 2|i (rot v)f\v y, 71 do — |x grad v* X ^ cfa. 
Démonstration. — On a en effet 

et, en vertu de formules connues, 

dvV- 



IiKP -vy\ = - ^(div Vf + ji (rot vY - 2|i I, , ^^ 



Mais 



div ( ^ V ) = I J ^ j H- grad div v X «^ 



dV 



= div (rot v)l\v -f- -^ grad v^ \ . 
' ) 

Par suite, en intégrant et en appliquant le théorème de la diver- 
gence, on obtient 1' équation [4]. 

BURA.LI-FORTI — MARCOLONao II 5 
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§ 8. Théorème de réciprocité. 

Soit un fluide visqueux incompressible soumis à un 
premier système de forces F et j^j, (forces agissant sur la 
masse et forces au contour) donnant lieu à la vitesse v ; 
puis à un deuxième système de forces F' et JP'^ donnant 
lieu à la vitesse v\ On a la relation suivante 

[1] q{v'X F dx + {v' XF^d(5—Q{v X F' dx—{vy: F'j^da 

Dans le cas des mouvements lents et stationnai res , 
cette relation prend la forme suivante, analogue à celle qui 
exprime le théorème de réciprocité de Betti : 

[2] Q (v' X Fdx+lv' X FndG=Q \v X F'dx+ ivXF'j^do. 

Démonstration. — On a 

Q^ = eJF'— gradp 

JFn = p» 
P=p— 2fADa; divv = 0; 

par suite, si V on remarque que P on a 

I V* X^'nda^-i di V (p?/) dx 

et 

div (pv') = v'X grad p 2\i It(Da. a') 
= v' X grad P — 2fi I,(Da. Da') 

on obtient immédiatement [ en vertu de a' = -jp ), 

2^1 I4 (Da. Da') cZx = U' X grad p dt + v' X ^n ^^ 

et, en tenant compte de 1' égalité 

Ii(Da.Da') = Ii(Da'.Da), 
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V équation [1] se démontre alors aisément. 

Dans le cas des mouvements lents et stationnaires, on peut né- 
gliger le second membre de [1] et on obtient alors P équation [2]. 

L' équation [1] joue dans lât théorie des fluides visqueux 
incompressibles le même rôle que le théorème de Betti 
dans, la théorie des corps élastiques. 



§^ 9. Expression de la pression et de la vitesse 

dans un fluide visqueux incompressible 

animé d' un mouvement lent et stationnaire. 

Démontrons tout d' abord le théorème suivant : 
Le mouvement lent et stationnaire d'un fluide visqueux 
incompressible est déterminé d* une façon unique par les 
valeurs de la vitesse au contour , quelles que soient les 
forces agissant sur la masse. 

Démonstration. — Les équations indéfinies qui doivent être 
vérifiées en tout point du champ x sont 

^/\'v — gradp + Qf^= 
div V = 

et V doit prendre sur o des valeurs données; si ces équations 
admettaient deux solutions ditférentes v^ et Vg, leur différence w 
devrait prendre sur le contour des valeurs toutes nulles et véri- 
fier, dans T, les équations 

fi £^w — gradp = 
" divw = 
avec 

Une formule connue |I, n.^ 56, [2]| nous donne 
Jt h^ X A' w <iT == «€^ X grad p ciT = - fi j 1 , 1 K ^ . -^W\ 
mais on a - 

y» /* /» 

I ^ X grad j3 6?T = I div (p t«;) éZt = — I p w; X ^* ^^ = 0> 



par suite 



jM^s- s)*-»- 
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Mais, en emplo^yant un trièdre de référence orthogonal quelcon- 
que, on a 

^ f^dw dw\ Idw .V . (dw \^ . (dw , V 

^^(^dp- ^j=(^;v ^[-dP^] -^[-dP^]^ 

LMntégrale précédente ne peut donc pas s* annuler sans que 
l'on ait dans tout le champ x 

-^-p, = , d' où w = const., 

dP ' 

et, ttf étant nul au contour, on devra avoir en tout point du champ 
m; = 0, ce qui prouve que les deux solutions ne peuvent pas être 
distinctes. 

La valeur p^ de la pression en un point intérieur 
au champ t est donnée par la formule 

[1] 47tpo = Q Lf X grad — dt -f- pn X grad — da 

cl ^1 dv ^^^4 \ 



Démonstration. — Appliquons la relation {[2] I, n. 58j aux deux 

vecteurs v et M = grad —, r = mod (P— 0); pour cela il faudra exclure 

du champ t une sphère Oq de centre et de rayon suflSsamment 
petit. Puisque /S!u est nul, nous obtiendrons 



/ 



1 ri rfgradi ^ 

fA|grad-XA'i^^t, =fA IvX — ^^p— w-grad-X 




Y dgradi ^ \ 

T, étant le champ obtenu en retranchant du champ x la sphère a^. 
En vertu de l'équation [8] du § G et de la condition d'incom- 
pressibilité divi; = 0, le premier membre est égal à 

I gi'ad - X grad pdx^-^ç^FX grad- dx^ ; 

la première des deux intégrales précédentes est à son tour égale , 
en vertu d'un lemme connu, à 

— j pn X grad -da—ipfi^X grad - da^. 
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On obtient maintenant V équation [1] très facilement par un 
simple passage à la limite , en suivant la même marche qu' aux 
pages 151, 152 des Eléments, 

On aurait pu suivre une autre marche, en partant de Péquation 
qui exprime le théorème de réciprocité. 

L' équation [1] exprime la pression au point en fonc- 
tion des forces agissant sur la masse et des valeurs de 

P^ Vj -TTk i la surface , c' est-à-dire en fonction d' éléments 
^^ dP 

fondamentaux. 

L' expression de la vitesse en 0, en fonction des élé- 
ments fondamentaux, est donnée par V équation 

[2] 4jt[xt^o = t^ — g^ad^ W 

dans laquelle w et W ont les valeurs suivantes 

[3] { J r j r V \ dP r dP ' ' 



W 



= f^dt. 
Jr 



Démonstration. — Il suffira d'appliquer le théorème de Green 
jl, n. 59, [2]j au vecteur v en remarquant que Ton a 

puis d'appliquer le théorème du gradient, en remarquant que l'on a 

i^ = grad(f) + grad,(f). 

On obtiendra ainsi de suite l'équation [2], avec les notations dé- ' 
finies par [3]. 

L' expression de la fonction W au moyen des éléments 

fondamentaux est la suivante : 

« 

[4] 2W= 2|A cp + |A N grad r X ^n — v X ^^^p ^^ n) do 

— pu X grad r do — q j J^ X grad r dt, 
dans laquelle on a posé 
[B] (p = I -— — do. 
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Démonstration. — Il suffira de suivre pas à pas la méthode em- 
pïoyée dans les Eléments (page 155); en partant du lemme de 
Grebn appliqué aux vecteurs v et w = gradr*, on pourra obtenir 
ainsi la valeur de 



/ 



en fonction des éléments fondamentaux et, en posant ensuite Â = 1, 
on obtiendra les formules [4] et [5]. 

Notons encore les formules suivantes dans lesquelles 
figurent des potentiels bi harmoniques (Cfr. Chap. II) : 

[6] 2tF=2|X(p + divoU 

avec 



u 



= Q j ¥r dt + r p n da + |A 1 1^ -Tp n — r -p= n j da, 



[7] t;o = gradoF+roto« 

avec 

F=— T-qp, f= — - — rotule. 
Démonstration. — Même méthode qu'au Chapitre II, §. 13. 



§ 10. Sur une solution particulière des équations 
du mouvement lent des fluides visqueux. 

Dans beaucoup de recherches , en même temps que 
r équation indéfiuie du mouvement lent d'un fluide visqueux 
(équation [7] du § 6), on considère, dans le cas d'un fluide 
incompressible , une autre équation , appelée V équation 
adjointe, qui est la suivante : 

[1] _ Q — ^= — grad P'^\i A'u 

avec 

[2] div u = 0. 

Une solution particulière de ce système est donnée par 
les équations 
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[3] P = «X gradL-^ + piAT 

[4] u = i ^ ^^p ^ - Aq) j a, 

dans lesquelles re est un vecteur constant arbitraire et 
dans lesquelles on a posé 



[51 1 I H^{t'-t) 



a 



a étant un nombre constant et r la quantité mod (P — 0). 
Démonstration. — L* équation [2J est satisfaite si V on pose 



<pA«) = (* 



u = rot (grad cp/\a) = ( ^^^ ^ — A<P ) », 



<p étant une fonction de r et de ^. " 

On a alors successivement 

A'tf=A'|^^^-^«J-AAtp.a . 

/ , d grad cp\ , , cî grad A<P a a 

= A ^^p M a - A Aq). a = ^ ^p ^ a - A Aq>. « 

= grad (a X &^^^ Asp) — A A^p. «• 
De plus 

ôt*_ d ( ()grad(p \^ a /^*P\ « 



= grad la X 



'-^VA^- 



En portant ces valeurs dans V équation [1] , on obtient , après 
réduction, 

\ 



grad J5 — « X grad e ^ + n A<P 



+ «A|e^ + |iA<p| = 0, 



équation à laquelle ou peut satisfaire eu posant 

1» = a X grad jo -^ + n A^P 
A (o ^ + (A A<ï>j = 0. 
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La première n*est autre que la relation [3], et la deuxième, si 
l'on pose A<P = "^y devient 

équation qui a la même forme que P équation adjointe dans la 
théorie de la propagation de la chaleur dans les corps isotropes 
(Chap. V, § 8). 

Une solution particulière de cette équation est 

^ = 777 ÂTT» a = 



et il est facile de remonter de ap à <p. 
• On a en effet, en considérant q) comme fonction de r, 

et par suite 



57 = -(7^J-^-^-'"^(-°^)'' 



er intégrant par parties, on obtient 

d(D e — ar2 1 * r 

dr r {f - tjk ^ r* {f — tfk] ' 

d'où 



œ = T- —- 1 e — a»-* dr 



ce qui démontre l'équation [5], si l'on introduit les limites d'inté- 
gration. 

Dans le cas du mouvement lent et stationnaire , les 
équations [1] et [2] deviennent 

[6] piA'ie = gradp 

[7] div u = 0. 

Une solution particulière fonction de la seule quantité 
r est donnée par le système 



\ p ^ 2|i. a X gi'ad - 



7^ 

[8] , 

/ d grad r 2 



=(' 
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Démonstration. — On voit en effet immédiatement, en conser- 
vant les notations posées dans la démonstration précédente, que q) 
ne dépend que de r et que V on a en outre 

AA<P = 0; 

cette dernière équation est satisfaite si 1' on pose , par exemple, 

2 

Kç^r d^où A<P = — ; par suite les équations [8] sont établies. 

On peut appliquer utilement les équations [8] à la 
recherche des formules donnant p et v en un point in- 
térieur au fluide (voir § 9 et § 10) ; de même les équations 
[3] et [4] peuvent servir à traiter le cas analogue relatif 
aux mouvements lents. 
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CHAPITRE V. 



Propagation de la chaleur dans les corps 
Isotropes ou cristallisés. 



§ 1. Flux calorifique ; homographie des conductibilités. 

Soit un point quelconque d' un corps homogène ; n 
un vecteur unitaire normal à un plan mené par 0. 

• Il existe un vecteur F^ fonction de 0, ayant pour mo- 
dule la valeur maximum du flux calorifique , laquelle est 
atteinte par le flux à travers un élément plan normal à F^ 
et qui possède la propriété suivante : le flux à travers l'élé- 
ment plan normal à n est donné par la formule 

[1] Fj^^FXn. 

Le vecteur F s' appelle courant actuel de chaleur au 
point 0. 

Nous poserons 

F 

[2] n, = 



modl^' 



de sorte que n^ sera un vecteur unitaire parallèle k F et 
de même sens que lui. 

La température en étant désignée par u^ nous ad- 
mettrons que, dans le cas général d'un corps cristallisé, la 
dépendance entre F et u ^'' exprime par une formule de la 
forme 

[3] F='k grad u, 

où X désigne une certaine homographie (homographie des 
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conductibilités) indépendante de et de la température u, 
en supposant que cette dernière varie dans des limites suf- 
fisamment restreintes. 
Nous poserons 

[4] 2<I> = grad u X ^ grad t/., 

d' où 

[6] F X grad u = 2<I>. 

La fonction $ s' appelle le potentiel calorifique. Elle 
est quadratique et homogène par rapport aux composantes 
de grad u : de plus , et c' est une donnée de V expérience , 
cette forme quadratique est définie et positive. 

Dans le cas des corps isotropes, Thomographie X se ré- 
duit à un nombre ft qui s'appelle coefficient de condiictihi- 
litè et r on a alors : 

F» 

2$ = — . 
K 

Dans le cas des corps à structure symétrique, 1' homo- 
graphie A. est une dilatation et Ton est amené par suite à 
définir trois coefficients principaux de conductibilité rela- 
tifs aux trois directions doubles de X. 



§ 2. Coefficients de conductibilité relatifs au courant 
de chaleur et à la variation de température. 

Considérons deux flux particuliers , le flux dirigé sui- 
vant le courant de chaleur (flux de direction n^ et le flux 
du vecteur grad u à travers V élément plan d' une surface 
isotherme u = c-onst., de normale n, dans le sens des tem- 
pératures croissantes. Posons 

1 Fji^=^modF=kniX g^^àu 

\ Fa = FXn==hnX grad u. 

Ces deux coefficients (positifs) s' appellent respective- 
ment coefficient de conductibilité relatif au courbant de 
chaleur et coeff^-cient de conductibilité relatif à la varia- 
tion de température. 



T^: 
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On a les formules suivantes : 

[2] fe- .^ ./L^..2 > A = 



Démonstration. — L^équation [2] du § précédent, en multipliant 
intérieurement par grad u et en vertu de l'équation [1], peut s'écrire 

h{ni X grad w)* = l^'X grad u ; 

et, si 1' on tient compte de l' équation [5] du § 1, on a la première 
des équations [2]. 

Le vecteur n étant parallèle au vecteur grad v, le second membre 
de la deuxième équation [1] peut s'écrire, e» remarquant que Pon a 

grad u = grad uy^n,nj 

on obtient par suite, en vertu de V équation [5] du § 1, la deuxième 
des équations [2J. 



§ 3. Ellipsoïde de conductibilité. 

Posons 
[1] Q=0 + ^; 

le lieu du point ô, lorsque n varie, est un ellipsoïde , dit 
ellipsoïde de conductibilité 

[2] (Ô - 0) X X(Ô— 0) = (Q - 0) X m(Q - 0) = 2(S> = 1; 

les diamètres de cet ellipsoïde donnent les directions sui- 
vant lesquelles s^exerce la température, et la longueur d'un 
demi-diamètre représente V inverse de la racine carrée du 
coefficient h correspondant. 

Cet ellipsoïde est tout-à-fait analogue à F ellipsoïde 
d' inertie dans la mécanique des solides. Ses axes s' appel- 
lent accès de conductibilité. 

Démonstration. — Des équations [2] du § 'précédent, on tire, en 
tenant compte des équations [3] et [5] du § 1, 

^^ ^ r X grad u ^ graduX^grad^ ^ ^^ w j^ ^^ 
(n X grad uf {n X grad uf 

puisque n est parallèle à grad u. En tirant n de l' équation [1] et 
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en portant cette valeur dans cette dernière équation , on obtient 
la première des expressions [2]. 

La deuxième en est une conséquence immédiate. 

La dernière forme de P équation résulte de V équation [4] du 
§ 1, si 1' on remarque que grad u est proportionnel à Q— et que 
^ est une forme quadratique. 

Dans le cas des corps à structure symétrique , X est 
une dilatation et V ellipsoïde de conductibilité , que nous 
désignerons par O, coïncide alors avec la quadrique des di- 
latations ; les axe^ de conductibilité sont parallèles aux 
directions doubles de X. Dans ce cas, si V on pose 

f/==0 + gradw, P=0 + F, 

il vient 

[3] F = gradcf $, grad u = gradp $, 

c' est-à-dire que O joue le rôle d'un potentiel par rapport 
au courant de chaleur et au gradient de la température. 

Démonstration. — On a, en vertu de 1' équation [4] du § 1, 

2O = ((7^0)XM^-0); 
il en résulte, puisque X est une dilatation, 

par suite 

grsi.du<^='k(U— 0) = Xgradw = l^; 

c'est la première des équations [3]. 
L' égalité 

1^=P— = Xgradw 
entraîne 

grad u = X-i {P— 0); 
par suite 

2 $ = ( P - 0) X ^-M^ - ^) 
et, comme K — i est aussi une dilatation, on a 

grad u = k — i(F — 0) = gradp ^ ; 

c' est la deuxième des équations [3]. 
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§ 4. Ellipsoïde principal de Lamé. 

• Considérons, en même temps que le point Q défini par 
V équation [1] du § précédent, le point Q' défini par 1* é- 
quation 

[1] . &=0+^/Ji.n, 

Par le point Q' menons le plan normal à n; il coupe 
le diamètre conjugué de V élément plan isotherme par rap- 
port à r ellipsoïde O en un point S qui, lorsque n varie, 
décrit un ellipsoïde (ellipsoïde principal de Lame) 

[2] (S - 0) X (D X)-^ {S— 0) = 1. 

Démonstration. — On a tout d' abord 

(0-o)x(0'-o) = (o-o)X(«-o) = i. 

Mais S— est conjugaé de Q— par rapport à P ellipsoïde 
^ [équation [2] du § précédent!; on a par suite 

S- = m'DX{Q— 0) = m gradg O, 

m étant un coefficient à déterminer. En portant cette valeur dans 
r équation précédente on obtient m = 1, toujours en vertu de l'é- 
quation [2] du § précédent; on a par suite 

(a) 0-^0 = (DX)-i (S —0) 

et l'équation [2J se trouve alors démontrée immédiatement. 

Construisons, relativement au point , 1* ellipsoïde 
principal et V ellipsoïde de conductibilité <I> ; les plans dia- 
méti'aux conjugués des rayons S — par rapport à $ 
donnent les éléments plans isothermes et la longueur de 
la perpendiculaire abaissée de sur le plan tangent à 

r ellipsoïde de Lamé donne la valeur de y^/h. 

Démonstration. — La première partie de V énoncé est une con- 
séquence immédiate de la construction faite. Rappelons-nous ensuite 
que le vecteur (DA.)— i {S — 0), c' est-à-dire le vecteur Q — Oj est 
normal au plan tangent en 5 à P ellipsoïde [2] , puisque 1' on a 

rf5 X (r>^)-^M>S' - 0) = ; 

le plan mené par Q' normalement à n est donc tangent à 1' ellip- 
soïde [2] et puisque F on a 
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mod (0' — 0) = v^^ 
la deuxième partie du théorème se trouve démontrée. 

On conclut donc de là que les deux ellipsoïdes, ellip- 
soïde de conductibilité et ellipsoïde de Lamé , donnent 
d^ une façon complète la loi de distribution des coefficients 
de conductibilité, lorsque la température varie. 



§ 5. Ellipsoïde de Boussinesq. 

Il reste encore à déterminer, sous forme géométrique, 
la direction du courant de chaleur et la loi de distribution 
des coefficients fe, lorsque le courant de chaleur varie ; et 
ceci ne peut pas être obtenu à l'aide des deux seuls ellip- 
soïdes considérés jusqu'ici. 

Définissons un point M par V égalité 

[1] riy X grad u. ^^{M — 0) = ^. 

Ce point M est lié à Q par la relation bien simple 

[2] - M=0 + X{Q — 0) 

et k S par la relation 

[3] M^S+Yk/\ ÇDXr^ {S- 0). 

Le point M se trouve sur 1* ellipsoïde (dit ellipsoïde 
de Boussinesq) 

[4] (M— 0) X ^-^ {M—0) = 1. 

Démonstration. — Des équations [2] du § 2 on déduit 

\/h n^ X grad u 

yJJi Kl X grad u 

et, par suite, I' équation [1] peut aussi s* écrire 

F=ny^ grad u. \ h{M — 0). 

Mais V équation [3] du § 1, V équation [1] du § 3 et le fait que 
n est parallèle à grad w, montrent que 1' on a 

F=X grad m = n X grad u. Xn 
= n X grad u, y/h, X{Q — 0); 

par suite la relation [2] est bien exacte. 
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En décomposant X à la façon habituelle , on tire de V équa- 
tion [2] 

itf — = DX (Q — 0) + VX A (0 - 0) , 

ce qui, en vertu de P équation (a) du § 4, entraîne la relation [3]. 
En multipliant les deux membres de la dernière équation . in- 
térieurement par Q — Oj on obtient 

{M- 0)X(Q - 0) = (Q- 0)X^^{Q- 0)==1 

ce qui donne 1' équation [4], par l'intermédiaire de [2]. 

Le point M se trouve dans le plan tangent en S à 
r ellipsoïde de Lamé ; les points M et S se trouvent dans 
un plan normal à VX et T on a en outre 

[6] V ft = mod {M — 0). 

Démonstration. — La dernière équation de la démonstration 
précédente entraîne 

{M-0)X{Q-0) = {Q-0)X{S-0) = 1; 

par suite les deux vecteurs M — et S — ont la même projec- 
tion sur Q — Oj c'est-à-dire sur n, ce qui démontre la première 
partie. 

L'équation [3] montre ensuite immédiatement que M— S est 
normal à VA.. 

Enfin V équation [1] entraîne 

mod F=niX gi'ad w. y h mod (If — 0) = kiii X grad u 

en vertu de V équation [1] du § 2. Par suite Péquation [5] est dé- 
montrée. 

Ainsi il résulte de [1] et de [6] que V ellipsoïde de 
BoussiNESQ donne à V aide de ses denai-diamètres la di- 
rection du courant actuel de chaleur et la loi de distri- 
bution des coefficients k correspondants. 

Dans le cas des corps à structure symétrique A. est une 
dilatation ; V équation [3] montre que M coïncide alors avec 
Sj c' est-à-dire que 1' ellipsoïde de Lamé et celui de Bous- 
siNESQ coïncident ; il suffit de comparer V équation [2] du 
§ 4 et r équation [4} du § 6. 

Dans le cas des corps isotropes, ces ellipsoïdes se ré- 
duisent à des sphères. 
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§ 6. Équations de la propagation de la chaleur. 

En tout point intérieur à un corps, la température t^ 
vérifie l'équation 

dit ' 
[1] CQ-^ = div[Xgradw]; 

c est la chaleur spécifique, q la densité, X V homographie 
des conductibilités. Cette équation peut encore prendre les 
formes suivantes 

[3] c Q -^T = div (DX grad w). 

et 

En tout point de la surface a du corps, on a au con- 
traire 

[4] -F X ^ = (A. grad w) X w^ = c' {u — Ue) ; 

c' désigne le coefficient de conductibilité extérieure , Ue 
la température du milieu extérieur , en chaque point P 
de a. 

Démonstration. — Exprimons que la variation de la quantité 
totale de chaleur relative à un volume arbitraire x pris dans le 
corps dans le temps dl est égale au flux calorifique qui traverse 
la surface a pendant le même temps. On obtient ainsi 



j c Q — - dx=^^\Fy^ndc. 



Transformons le second membre à P aide du théorème de la diver- 
gence et remarquons que le volume x est arbitraire. Nous obtenons 
V équation 

c Q — — = div -F 

ot 

qui, en vertu de P équation [3] du § 1, entraîne F équation [1]. 

L* équation [2] se déduit de suite de [1] à V aide de la relation 
l[3] I, n. 41). 

Pour établir la relation [3], remarquons que Ton a 

X grad u^BX grad w + VX /\ grad u 

BURAU-FORTI -•> Marcolomgo. II. 6 
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d' où, en vertu de V équation |[3] I, n. 42), 

div (A. grad u) = div (DX grad u) + grad u X rot VA. — VA.X rot grad w. 

Mais on a 

rot grad w = et rot VA. = 0, 

puisque A. est indépendant de F, d* où V équation [3]. 

On démontre P équation [4] par la 'même méthode qui a déjà 
servi plus haut à démontrer V équation [1]. 

Le problème de la distribution des températures dans 
le corps T revient à la recherche d' une fonction u véri- 
fiant V équation [1] en tout point du corps t, l'équation [4] 
sur une portion a du contour a (portion soumise au ra- 
yonnement) , prenant des valeurs données U sur la partie 
restante a" (portion en contact, par exemple, avec un fluide 
de température connue) et vérifiant enfin les conditions 
initiales, c' est-à-dire se réduisant pour / = à une fonc- 
tion connue des points du champ. 

Le problème ainsi posé n' admet qu' une seule solution 
au plus. 

Démonstration. — En effet si le problème admettait deux so- 
lutions la dilîerence v de ces deux solutions vérifierait les condi- 
tions suivantes : 

(a) c Q -^ = div (A. grad u) 

ot 

dans le volume t; 

c' v=:ny(^X grad u 

sur la portion p' de la surface ; 

v = 
sur la portion a" ; 

enfin v = pour ^ = 0. 

Multiplions les deux membres de (a) par o et intégrons dans 
le champ x ; des transformations évidentes donnent , en tenant 
compte des conditions au contour: * 

—1 2" 1 c e î^^dx j = — I c' î;* fZo' — j grad i; X ^ ë^^^ ^^^* 

Puisque c et c' sont des constantes positives, la fonction, non né- 

gative, I c e î;^ rfx décroît avec le temps ; or ceci est impossible , 

puisque cette fonction est nulle pour ^ = 0. On doit donc avoir 
constamment 2? = et le théorème est démontré. 
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Pour le problème des températures stationnaires , on 
a les équations suivantes valables respectivement dans t, 
sur o' et sur a" : 

[6] div (k grad u) = 

[6] n X k grad u = c' {u — Ue) 

[7] u --= U. 

Dans le cas d' un corps à structure symétrique (cas 
où À est une dilatation) , on peut énoncer le théorème 
suivant : 

Les équations [6] et [6] expriment que la fonction 

[8] Q^ = — I grad le X ^ grad i« dt -j- ^ c' (te — u^f do 

est un eœtremum^ c' est-à-dire que 1' on a 

SQ« = 0. 

Démonstration. — L' équation [5] découle immédiatement de [1] , 

puisque — — est nul; P équation [6] est identique à [4]. * 

ot 

Calculons la variation ôQm à V aide de l' équation [8] et remar- 
quons que P on a 

Ô (grad w X ^ gv2ià u) = 2 grad Ôw X ^ grad u, 
puis 

■^ J Ô (grad w X ^ grad u)dx = — 1 Ôw. div (A. grad u) dx 

-^ I bu, n X ^ grad u de', 

La variation ôQm s'exprime alors par la formule 

ÔQm = — j Ôw. div (Xgrad u)dx— 1 bu. jn X ^ grad u — d {u — Ue )! da\ 

Par suite V équation bQu = entraîne les équations [5] et [6] 
et réciproquement. 
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§ 7. Recherche, de solutions particulières 
de l'équation de la propagation de la chaleur. 

L' équation de la propagation de la chaleur ou, d' une 
façon plus précise, l'équation [3] du § 6 , prend la forme 
suivante, si V on suppose le coefficient cq englobé dans X : 

au 

[1] ^ = div (Di grad w). 

En posant 
[2] Q»^{P-0)X (DX)-^ {P - 0), 

V équation [1] admet les solutions particulières suivantes , 
où a désigne une constante réelle et où est un point fixe : 

[3] .-I -St C^^eJ^ 



[4] ^^ _ e cos (gp) e sin (gp) 

U^ - , U^ B=S _ 



DémoQStration. — Cherchons à vérifier P équation [1] à Paide 
de la fonction 

3 9 

où (p désigne une fonction numérique du point P. On a successi- 
vement 

grad w= — — i ^ e *^ grad <p 
div (Dl grad w) = — i i "" 2 |^ div (DX grad (p) 



-f- j grad <p X I^^ firrad (pi . 



En portant ces valeurs dans Péquation [1], on trouve que Ton 
doit avoir 
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(a) div.(DXgrad(p) = 6 

(b) grad tpy^DX grad q) = 4q). 

La première de ces équations, si V on remarque que V on a 

div(P-0) = Iig=.3, 

peut s' écrire 

div \I>1 gr^d q> — 2 (P — 0)î = 0; 

et , puisque nous ne cherchons qu' une solution particulière , nous 
pouvons poser 

DA. grad (p = 2 (P — 0) d^ où grad (p = 2 (DA.) - i (P — 0). 

Portons cette valeur dans (6) et nous obtiendrons, en vertu de 
l'équation [2], Péquation cp = q*, puis la première des solutions [3]. On 
sait d'ailleurs que le second membre de [2] est essentiellement positif. 

La seconde des solutions [3] est facile à vérifier. 

Pour obtenir les solutions [4], posons 

où a désigne une constante et où q est la quantité définie par 
l'équation [2]. 

La fonction inconnue f doit vérifier l' équation 

div (DA. grad f)-\-a^fi= 0. 

Matis l'on a tout d'abord 

grad /*= -^ grad q = f\ grad q 
de 

et r on tire de l' équation [2] jl, n. 42, [21]) 

2q grad q = 2(DA,)- 1 (P — 0). 
Par suite 

grad /^= ^ (DA-) - 1 (P - 0) 

DA.grad/-=^(P~0); div (DA. grad /•) = ?^' + /*". 

On voit que f doit vérifier l'équation différentielle du second 
ordre 

TH- — + a«/-=0, 

laquelle admet les deux intégrales bien connues 

/»_ cos (gg) sin_(a^ 

Les formules [4] sont donc établies. 
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Dans le cas où X est un nombre (corps isotropes) , ou 
une dilatation (corps à structure symétrique), on retrouve 
des solutions particulières bien connues. Ainsi , dans le 
premier cas , V équation [2] montre que q* coïncide , à un 
facteur constant près, avec (P — 0)*, c'est-à-dire avec le 
carré de la distance du point variable P au point fixe (*). 



§ 8. Formules intégrales. 
Généralisation de la formule de Betti. 

Conservons les notations du § précédent et désignons 
par la quantité définie par les équations suivantes : 



[1] I v = {t'—t) 'e ^^^'"^^ pour t'^t 

\ i? = pour t' < t 

La valeur de la température u au point (intérieur 
au champ t) et à V époque f est donnée par la formule : 

r 3 p2 

[2] 8ji v/ jt I3 (DX)m (0, t') = Uq /'"■ 2 ^ - iP dt 

— \ dt l \o. DX grad u — u.D'k grad v\X '^ do. 







Démonstration. — La fonction v est une solution particulière 



(*) Il est facile de voir que 1' équation 

(a) divp (k grad u) = 

(où A, est une homographie indépendante de P), laquelle généralise 
r équation 

(«') Au = 0, 

admet pour intégrale particulière la fonction — . 

Q 
Par suite cette fonction joue, à l'égard de l'équation (a), le même 

rôle que — (potentiel élémentaire) à l'égard de (a'). 
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de r équation adjointe de F équation [l] du § 7, c'est-à-dire de 
V équation 

^ H- div (DA, grad i?) = 0; 

cette solution présente une discontinuité pour t = /'. 
On a d' autre part identiquement 

« 

div \v. DA, grad u — w. T>X grad v\ 
= V. div (Dl grad w) — w. div (DA, grad t;) 

Par suite en intégrant dans le champ t, en appliquant le théo- 
rème de la divergence, puis en intégrant de nouveau par rapport 
au temps entre les limites et t' — e(e>>0), on a: 

(a) |(wy)«'-ie^t= I Wq^o'^''^^ dll\v,'DlgTB.du — u,I>Xgreidv\y<^nda, 



Le premier membre peut s'écrire, en vertu de P équation |lj, 

(b) i = j w (P, r - 8) e 2 g 4e ax. 

Nous devons maintenant passer à la limite en faisant tendre 
8 vers 0. Posons 

1 
P=0-\-2e'^{Pi-0) 

et soit Ti le champ formé par le lieu des points P^ ; on aura 

3 

ô 

dx = Se dXi 
e« = 48 {P^ - 0) X (DJ.)- 1 (Pi - 0). 
Posons encore, a étant un vecteur unitaire, 



( — est donc égal à mod (P^ — 0) 1 ; 



on aura 



q2 = 4e p2^ 

Décomposons le volume t^ comme d' habitude, en posant 

dxi = r^ dr cïco , 
doi étant 1' élément d' aire de la sphère de rayon 1 et de centre 0, 
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et remarquons que r tend vers V infini , lorsque e tend vers zéro ; 
nous aurons 



lim/ = 81im f f w (<? + 2e2l. a, ^' — e | e"" *" — 



m^ 



G) 

Posons encore 



C/rr) = lim \u \0 -f 2e2 -«,<'- e | ^. 

£ = Oj \ ^ J ^ 



w 



Cette limite est indépendante de r et la convergence est uni- 
forme pour les valeurs de r comprises entre deux nombres p, 9 de 
r intervalle 0, 00 ; on a par suite 



f/(0 = M(o,ofS. 



o 



Nous pouvons démontrer maintenant que V on a 
(c) \imI=2\/KU{i'). 

£s=0 

En effet, en se rappelant P égalité 

00 

e "" ** r * dr = -T- v/ji , 

4: 

G 

on peut écrire 

mod [2\^nU{f) - i] = 8 mod[ jj U(t') - f{r, f - e)} e "■ ^' r^ ^r] 



avec 



/(^',^'-e) = [w(0H-2E2^a,^'~e)3 



— a, r — e) ^ 



D^autre part , à tout nombre arbitraire t] aussi petit qu' on le 
veut , on peut faire correspondre un nombre p assez petit et un 
nombre q assez grand pour que les inégalitiés 



p 00 



I e — '^ r* c?r <C T), \e-^r^dr<ir] 







soient vérifiées ; par suite on peut choisir un nombre r compris 
entre p et g .et tel que P on ait , lorsque e est suffisamment petit, 

mod[U{t')-f{r,t''-B)]<r\. 
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On aura donc finalement 

p g œ 
mod [2\/5rC7(0 - ij = 8 mod j + j + | ! :^ 8 (2Mt) -f ^ V « n +^2 Mt]), 

p q 

en désignant par M le maximum des valeurs de f{r, V — e) ou en- 
core de U{V), La relation (c) est donc démontrée. 

Pour calculer finalement P intégrale qui figure dans le second 
membre de V expression de U{t') , considérons V ellipsoïde lieu des 
points 0, défini par l' équation 

(0 - 0) X (r>^)- KO - 0) = 1. 

Si r on pose 

== -f ra, 

où a est un vecteur unitaire et où r représente mod (0 0) (ayant 
ainsi un sens différent du sens donné plus haut à r), on aura 

r^ay^ (DA.) - 1 a = r« m* = 1. 
On en déduit 



j^ = fr» do) = 3 \diA j r« tir, 



de sorte que l'intégrale du premier membre est égale au triple du 
volume de Pellipsoïde considéré ; sa valeur est donc 

4ît 



V/l3(DX)- 
ou bien 



^s/i^{m). (*) 



(*) Soit a une homographie. Considérons 1' ellipsoïde 

(0 - 0) X a (0 - 0) = (Q - 0) X I>a (Q - 0) = 1 

dont les demi-axes a, ô, c sont parallèles à i, j^ fe. 
On a 

i i Te 

I3 (Da) = (Da i)^T)aJ X Ba fc = ^^. 
Le volume de Pellipsoïde a donc pour expression 

1 71 |l3 (Da) j~ -• = I ^ JV - (a Va) X Vaj ~ 2 . 
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Les intégrales qui figurent dans le second membre de V équa- 
tion (a) ont aussi un sens pour e = 0. L' équation [2] est donc dé- 
montrée. 

Dans le cas des corps à structure symétrique , on a , 
sur tout le contour, d'après V équation [6] du § 6, la relation 

n X DX grad u=^c' (u — Ue) ; 

par suite P équation [2] donne la température en un point 
quelconque du champ à V époque t' en fonction des élé- 
nâents fondamentaux qui sont la température initiale et 
la température au contour. 



§ 9. Généralisation de la formule de Mathieu. 

Lorsqu'on procède à l'intégration des équations [1] ou 
[3] du § 6 en employant la méthode des solutions simples, 
on pose 

[1] i*=-e-«'«i;(P) 

en désignant par v une fonction du seul point P vérifiant 
1' équation 

[2] div (DX grad v) + k^v^O 

avec 

fe« = CQ a^. 
Deux solutions particulières de 1' équation [2] sont 

avec 

[4] ç2 = (P _ 0) X (DX) -HP- 0). 

r 

Démonstration. — Remplaçons u par la valeur [1] dans l'équa- 
tion [3] du § 6 ; nous obtiendrons immédiatement P équation [2]. 
Les intégrales particulières [3] résultent des formules [4J du § 7. 

Relativement à l'équation [2], on a la formule suivante: 
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[6] 4jt v(p) =r. 

I3 mjiv grad 2^) - ^2!i^> grad «) X DXn do. 

Démonstration. — Soient v et ic deux solutions de l'équation 
[2], régulières dans le champ x; on aura 

w div ÇDK grad i?) — w div (D^ grad m?) — 

ou bien 

div {te. DX grad y — i;. D7. grad lo) = 0. 

En intégrant sur toute la surface a qui limite le champ x, on a 



J' 



(t;. grad w — w. grad t;) X I^^ w- c^o = 0. 

Appliquons cette formule en prenant pour 10 la fonction v^ dé- 
finie par la première des équations [3]. Nous supposons que le point 
est intérieur au champ x et, par suite, la solution v^ présente en 
O une discontinuité (puisque q s' annule en ce point) ; nous exclu- 
erons donc le point du champ x à P aide d' un ellipsoïde a^ de 
centre contenu dans x et d' équation 

(P - 0) X (D?^) -K^ - 0) = 82. 

La formule précédente donne donc, en désignant par e la va- 
leur de ç sur a^ , 

I / COS JtO C08 A O \ 

I ( V grad ^ grad v\Y.J)'kndo 

Ç( ,cosfce cosÂe ^ \./-rw^ ^ 
= I ( V grad grad t; 1 X DA. n^ do^, 

nj est un vecteur unitaire parallèle à la normale à <Tj et dirigé 
vers V intérieur de 1' ellipsoïde a^. 

Passons à la limite, en faisant décroître indéfiniment e ; et fai- 
sons pour cela la transformation 

(P— 0) = e(F — 0); 

P équation [4] donnera 

(P' - 0) X (D^)-i(^' - 0) = l 
d<5^ =. 8^ da' 

de sorte que le lieu du point F est un ellipsoïde. 

Lorsque e tend vers zéro , on voit de suite qu' il en est de 
même dç # 



J 
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^ - grad vy^DXfii da^ 



e 



c' est-à-dire de 

j 8 cos h c. grad t? X ^^^ **i ^<^- 

On a ensuite 

/cos k E 
V grad X I^^ ^i ^<^i 



/Ae sin ht -}- cos Ae •« v ^ t^-» j 
V _: grad e X I^^ **i ^<^i- 



8' 

CTl 

D'autre part Péquation [4] nous donne 

Q grad Q = (DX) - 1 (p - 0) 
et, par suite, on a sur a^ 

8grad8 = (DX)-i(P-0) = 8(DX)-i(P'-0), 
d'où 

grad s X D^ Wi = (DX)- i (P' — 0) X D^^i = {P' - 0) X»i. 
On a donc finalement 

/z= — j v (Ae sin Ae -f cos A8). (P' — 0) X **i ^<^> 

et il en résulte, par une méthode connue, 

lim i= — t?o j (P' — 0) X ^i d& = Vo j div (P' — 0) dx' = 3t?oi:', 

Vq étant la valeur de v au point et x' le volume de P ellipsoïde, 
lieu du point P'. En se rappelant la démonstration du § précédent, 
on déduira immédiatement de là la relation [5]. 
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CHAPITRE VI. 



Électrodynamique des corps au repos ou en mouvement. 



§ 1. Équations de IVIaxwell-Hertz 
dans un milieu cristallisé quelconque. 

Si r on représente par m le vecteur de la force magné- 
tique , par e le vecteur de la force électrique, par e, X, ^ 
trois homographies qui dépendent de la nature du milieu, 
les équations fondamentales du champ électromagnétique 
s' écrivent : 

rot wi = e -^ + 4jt Xe 

^ ^ ^ -dm 

-rote = ti — . 

Démonstration. — Si P on suppose égale à 1 la vitesse de la 
lumière dans le vide et si e, X, |a représentent la constante diélec- 
trique , la perméabilité magnétique et V inverse de la résistance 
spécifique du milieu isotrope, les équations [1] coïncident avec les 
équations des pages 162 à 164 des Éléments, sauf à donner aux 
symboles un nouveau sens. 

On garde d^ ailleurs la même convention en ce qui concerne 
Porientation du trièdre fondamental. 

Si le milieu n^est plus isotrope, on admet, avec Hertz, que les com- 
posantes de e doivent être remplacées par trois fonctions linéaires 
et homogènes des composantes, avec des coefficients hrs] il en est de 

même des composantes de — - et de — -. On obtient alors immédia- 

bt ôt 

tement les équations [1]. 
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Dans le cas d' un milieu isotrope , 8 , |i , X sont des 
nombres. 

Dans un milieu quelconque non conducteur , la pro- 
pagation d'une onde plane polarisée a lieu d'après des lois 
analogues à celles du Chapitre III et, d'une façon plus pré- 
cise, l'intégration des équations du mouvement se ramène 
à r intégration de 1' équation des cordes vibrantes. 

C est le cas, par exemple, des cristaux magnétiques. 

Démonstration. — Posons A, = et, ainsi que nous l'avons fait 
au Chap. III, 

(a) « = e« = M* 

en désignant par s un nombre fonction de r et de ^ et par u un 
vecteur unitaire fixe. On a 

En outre, on tire des équations [1] " 

ô*« . dm 

dm 



dt 
et par suite 



= — |A— irote, 



e — j- = — rot (|i— 1 rot s). 

En vertu des équations (a), la valeur du premier membre de 
cette dernière équation est 

Pour transformer le second membre, remarquons que Ton a suc- 
cessivement 

rot e = grad s/\e "" * w = — » A e "" ^ u 

avec les notations et les conventions du Chap. III, § 1. 
On a par suite 



dr 



rot(|A ^ rot e) = — -^—^^ aUj 



a étant P homographie suivante 

a = — n/\\i "" ^ (n/\e "" '). 
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On a, par suite, 

* 

Multiplions les deux membres intérieurement par u et posons 
il vient finalement 

ce qui démontre la proposition énoncée. 

On a aussi, en portant cette valeur de —s dans V équation (6), 

(co* — a) M = 0. 
Dans r hypothèse des ondes transversales, on à 

Par suite, si Pon pose 

u' = n/\u, 
on obtient 

(o*w' = — n/\ \n/\[yi — 1 {n/\t "" ^ i*)]j = v — hn 
en posant 

v= |i"~^ (n/\e""^t«), nX«' = ^' 

Nous obtenons ainsi une relation toute pareille à la relation 
[5] du § 3 du Chap. HI. 

Les formules précédentes se simplifient notablement 
dans rhypothèse où e et |i sont deux dilatations ayant les 
mêmes directions doubles. 



§ 2. Équations de Lorentz. 

Dans la théorie des électrons de Lorentz, les équations ' 
fondamentales du champ magnétique sont , avec les nota- 
tions du § précédent : 

[1] rotm-=-i^A-v div e 
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^ ^ C dt 

[3] div e = 4jtQ 

[4] div 1^ = ; 

Q est la densité électrique , v la vitesse des électrons par 
rapport à V éther suppose immobile. 

Démonstration. — Nous avons déjà considéré ces équations 
dans les Éléments, page 169. Les deux premières s'obtiennent comme 
cas particulier des équations [1] du § précédent dans V hypothèse 

où e et |i se réduisent à des constantes et^ d' une façon plus pré- 

1 
cise, à une même constante — . En d' autres termes on suppose 

égales à V unité la constante diélectrique et la perméabilité ma- 
gnétique. 

Aux équations [1] [4], on adjoint une cinquième 

équation qui donne l'expression de la force électromagné- 
tique agissant sur l'unité de charge animée de la vitesse v^ 



[5] 


JÇ'=eH — vAm. 
Ç 


Posons 




[6] 


» = ^_ «A»» 



{s = vecteur radiant de Poynting — Éléments, page 16B) 
et définissons une homographie p par V égalité 

17] 4:t. p = IL{e,é) + H(m, m) — ^e^—^ m\ 

On a alors 

[8] e2.= gradp-^|^. 

Démonstration. — En effet, on tire des équations [5], [3] et [1] 
qF= j-l e div e — ni/\Tot m H — ''^^Ar}) 
et P équation [6] donne 

BURALI-FORTI — MaRCOLONGO. II. 7 
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par suitô, on a en vertu des éiq[aations [2] et [4] 

qF = — (« div e — c/\rot e + m div m — i»/\rot m) — ÂTr 

Pour démontrer P équation [8], avec p défini par [7], il suffit 
maintenant de remarquer que l'on a {I, n. 44 [3]| 

grad H (m, u) = u div u -f — u=u div u -f (rot «i)/\M -}- ( K — J u 

où encore 

u div w — u/\rot u = grad ! H («i, ti) — -^ m*| . 

L' équation [7] montre immédiatement que p est une 
dilatation ; d' une façon plus précise p est V homographie 
des tensions électromagnétiques de Maxwell. 

Dans la théorie de Maxwell et de Hertz , la force 
électromagnétique s' exerçant sur T unité de volume de 
réther s'exprime par grad p. 

Dans la théorie de Loeentz, au contraire , V équation 
[8] moutre que cette force électromagnétique est égale à 

1 ds 

l'expression précédente diminuée de -2^*- 

Nous poserons encore 

[9] gf = -- = - — e/\m 

^ ^ ^ c^ Ane ' ^ 

et nous appellerons ff le moment électromagnétique par 
unité de volume. 

En supposant que les équations fondamentales soient 
vérifiées dans tout V espace et que e, m soient nuls à 
Pinfini, les deux théorèmes fondamentaux relatifs à la quan- 
tité de mouvement et au moment cinétique ont leurs ana- 
logues dans la théorie actuelle ; d' une façon plus précise, 
si K et Jff sont respectivement la quantité de mouvement 
et le moment cinétique, par rapport au point 0, des forces 
électromagnétiques, c'est-à-dire les caractéristiques du sy- 
stème des forces électromagnétiques et K^ et M^ celles du 
moment électromagnétique, on a 
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t m onstration. — Intégrons en effet V équation [8] dans un 
volu T limité par une surface a ; le théorème du gradient donne 

par suite, en prenant pour a une sphère de rayon infini, on obtient 
la première des équations [10], 

Un raisonnement analogue s'applique à la seconde, en posant 



i = \iP- 



M^=\{P-0)/\gdx; 



il suffira d'appliquer la relation j[5], I, n. 56}. 



§ 3. Intégrales des équations de Lorentz. 

Désignons respectivement par J, «/ et q) le vecteur 
du courant total, le potentiel vecteur et le potentiel ordi- 
naire électrostatique : autrement dit, posons 

[1] 43tj = _ + I, div e = ^ + Akqv 

1 fjdx 



cj r 



Qdx ^ 



m 9-J^; 



les éqaations [1] [4] du § 2 sont satisfaites par les 

intégrales (fonctionnelles) suivantes : 

(4]( ^ c^-S^^'f 

ni =i= rot J. 

Pour la démonstration, voir Eléments, pages 169-170. 

Désignons ensuite par TT le potentiel-vecteur, retardé 

avec la vitesse — , relatif au seul courant de convection 

c 

QV et par q)' le potentiel électrostatique retardé , avec la 

même vitesse de retard ; autrement dit, posons 



cj r 

les intégrales du même système [1] . . . . [4] du § 2 seront 

[7]( * c-^-S^*^'»' 

m = rot 17'. 

Voir la démonstration dans les Eléments, pages 170-172. 



§ 4. Corps en mouvement. 

dP 
Représentons par v ==» -^ la vitesse d' un point d' un 

Cl z 

corps eu mouvement. En désignant par a un vecteur quel- 
conque fonctiôïi de P et de ^, on a : 

r^, da ôa , da 

[^1 dF = ^+5P^ 



[2] |J« ^^ = J (f + « «^'^ ") ^'- 



Démonstration. — L'équation [1] est bien connue ; pour l'équa- 
tion [2] , il suffira d' imiter la démonstration donnée dans -les Elè- 
tneyils, page 114, pour le théorème relatif à la variation du flux. 

Posons avec Lorentz 



ha da , T. 



On aura 



[41-. || = ^ + gradH(t.,«), 



Démonstration. -— On a en effet 



da . ,. bo, . da . ,. 
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et, par suite l'équation [4] est établie, si Pon tient compte de F équa- 
tion |[3], I, n. 44i. 

I<e théorème général sur la variation du flux (Elé- 
ments, page 114) conduit de même à poser (Lorentz): 

[5] Ji^'dï'^^^^^^'^ ^^^ («^ A^)- 

On a 
r^T d'à da , /j. dv\ 

et étant donnés deux vecteurs a et 6, 

rr71 ^'«A,. , A ^'* 8 («A*)', \<^V X aI/ A^^ 

m -^Aft + «A;^ = -^8P + [5p-rotMj(«A6)- 

Démonstration [6J. — Si on développe rot {af\v) à l'aide de la 
formule {[3], I, n. 42}, l'équation [5] nous donne immédiatement 

h'a da , ,. da , ( .. dv\ / ,. da\ " 

— = ;^ + rdiv«~-«+^d.vr-^j«-^div«-^j«, 

d' où l' équation [6]. 

Démonstration [7]. — De l'équation [6] on déduit 

Mais l'équation |[1], I, n. 19| nous donne 

„ dV , ... A - T ^^ A '^V t . IL A ^*^ 

K^{am = a^b.l,-- aAjpb + bA-a; 

d' autre part on a 

^. dv dv i. A T ^v j- 

en tenant compte de la relation [4], on obtient ainsi l' équation [7]. 
Enfin, m étant un nombre, on a 

lOl ^^* ^^ . J- / \ 



Démonstration. — Il suffit de poser dans l'équation [3] 

a = m M, 
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u étant nn vecteur canstant, et de remarquer qae 

dm dm . dm dm . ^. , 



§ 5. Équation du moment électromagnétique 
et équation de I' énergie. 

Si V on désigne par JBT le vecteur de la force agissant 
sur V unité de volume, par ^ V bomograpliie des tensions 
électromagnétiques et par g le moment électromagnétique, 
l'équation [8] du § 2 donne, par analogie, Péquation suivante 

[1] Jr = gradp-^. 





On a 


en 


outre 




[2] 








^_gradp'-^ 


[3] 








p' = p + H (t», gr) 


[4] 








Vp' = l {vf\g) ; 



P' (qui n'est plus une dilatation) s'appelle V homographie 
des tensions relatives. 

Démonstration. — L* équation [2] résulte immédiatement de [1], 
en utilisant réquation du § 4 et en adoptant la notation ^' définie 
par [3]. Quant à V équation [4] , elle résulte de [3] , si V on tient 
compte du fait que ^ est une dilatation et si V on utilise V équation 
|[B], I, n. 12!. ' 

Soit ip l'énergie électromagnétique, Q l'énergie calori- 
fique de Joule, s le vecteur radiant: l'équation de l'énergie 
est la suivante 

[6] vXK+Q^-à\w8-^^. 

Le vecteur 

est 1' expression de 1' énergie relative. 
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e 



Le vecteur «', rayon relatif, est défini par V égalit< 

[6] «' = ^ — \pt;-[-Kp''i^; 

et r on a 



Démonstration. — En multipliant intérieurement par v les 
deux tnembres de [2] et en utilisant la relation j[3], I, n. 41] on 
obtient 



XXv^-i'X^H-diviKp 



V)-I,(|ï.Kr)i 



les équations [5] , [6] et [8] du § 4 conduisent alors aisément à 
l'équation [7]. 



§ 6. Équations fondamentales de l' électrodynamique 

des corps en mouvement. 

m 

On a remarqué que, dans toutes les théories proposées 
pour r électrodynamique des corps en mouvement, les deux 
premières équations ont une forme commune, quelle que soit 
la théorie envisagée. Ces deux premières équations sont les 
suivantes : 

[1] crotm' = ^ + jr • , 

[2] c rot ^' = - ^. 

Les seconds membres de ces équations peuvent être 
écrits sous une forme complètement absolue, grâce à l'équa- 
tion [6] du § 4 ; dans ces équations e' et m/ sont respec- 
tivement les vecteurs des forces électrique et magnétique 
qui s' exercent sur un pôler unitaire ; d et b sont respec- 
tivement r excitation électrique et magnétique. On a en 
outre les deux équations suivantes : 

[3] Q = JXe' 

[4] s' -=ce'/\m', 
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de sorte que, dans le cas des corps au repos le rayon relatif 
coïncide avec le vecteui* radiant ou n' en diffère que par un 
facteur constant. 

Une cinquième équation servira à établir une relation 
entre V homographie des tensions relatives et les vecteurs 
introduits précédemment. Nous prendrons 

[6] p' = H(eï,e') + H(6,mO-i(e'Xcï + m'X6), 

de sorte que, dans le cas des. corps au repos, on retrouve 
pour P' V expression définie par V équation [7] du § 2. 

De la forme que nous venons de supposer arbitraire- 
ment à p' il résulte 

[6] 'l. (g. KP') = 

e' X ^d~{-m' X^b-^(e'Xd + m'X b) div». 

Démonstration. — En effet des formules connues nous donnent 
successivement 

d' où V on tire V équation [6]. 

Il y a lieu de remarquer aussi que V équation [B] 
entraîne 

[7] 2VP' = d/\e' + b/\m' = v/\g.. 

Démonstration. — Il suffit d^appliquer les relations }[3], I, n. 12j 
et, pour obtenir la deuxième forme, d'utiliser Péquation [4] du § 6. 

Dans V hypothèse où les différents vecteurs sont liés 
par des relations contenant v , mais ne contenant pas les 
dérivées de v par rapport au temps, on a les formules : 

[8] ^P = -IiP 

[9] ^« = (e' - j vAb^/\{m' + ^vAd^ _ i^ (« X IF) t; 
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avec 

W = d/\b-'Cg. 

Démonstration [8], — Les équations [3] et [4] donnent, en te- 
nant compte de [1] et de [2], 

Ô -h div «' = e' X «^ + c {m' X rot e' - e' X rot m') 

= -(~'xt+«'xff)- 

Le premier membre, en vertu de P équation [7] du § 6 et de 
Péquation [6], est égal à 

On a, par suite, on veitu des équations [3] et [7] du § 4, 

= e' X ^ + »»' X § + ^ (e'X«ï + »»' X*) div r. 

Par hypothèse, «*,.... ne contiennent que v ; V équation précé- 
dente se sépare donc en deux équations et l' on a : 

(a) ip- vXfl' = ^(e'X«î + »»'Xfr) 

Mais l'équation [5] donne 

I, P' = e'X«« + »t'X6-|(e'X«« + »»'Xft) 

.= -|(e'Xd-|-»t'X*) 

et l'équation [3] du § 5 donne d'autre part 

I,p'=I,P + «Xfl'; 

par suite T équation (a) entraîne immédiatement la relation [8] qu' il 
fallait démontrer. 

Démonstration [9]. L'équation [6] du § 6 donne, en vertu de [4] 

d' où V on tire, à Taide de Féquation [5], 



8=:-\\^v + C€'/\m' — H (e'j d)v — H.(m', h) v 

1^ 
2 



^\{e'Xd + nVX^)v. 
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Eliminons \p à T aide de V équation (a) établie précédemment. 
Il vient 

8 = e'/\(v/\d) -h m'/\{v/\b) -\- c e' f\m' -\- vXff-^ 

et r on a aussi 

« = c je' ~ i v/\b^ A l^'^' + ^ v/\d^ H- i (vf\b) /\ {v/\€l) -{-vXa-r- 
On a d^ autre part 

et r équation [9] se trouve établie. 

En précisant les relations qui lient e' et d d'une part, 
m/ et b d' autre part , on obtient les différentes théories 
électromagnétiques de Hertz, Lorentz, Cohn, Minkowski. 
Par exemple dans la théorie de Hertz (qui , il est vrai , 
n'est pas vérifiée par 1' expérience), on pose 

[10] d = ee', 6 = \imf ; 

8 et 41 sont de» constantes, numériques, si le milieu est iso- 
trope ; dans un milieu cristallisé, ce sont au contraire des 
homographies. Le moment g est nul et V énergie électro- 
magnétique est 

1 

Démonstration. -— Si Ton dérive l'équation (a) et qu' on retran- 
che membre à membre P équation (6) *de P équation ainsi obtenue, 
on aura, en vertu de.s équations [10] 

L' équation [4] du § 5 et l'équation [6] donnent ensuite : 
i v/\a = VP' = i {d/\e' H- b/\m') = 

d' où g = 0. 

Quant à l'expression de ip, elle résulte immédiatement de l'équa- 
tion (a). 
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§. 7 Les transformations de Lorentz. 

Soit a une homographie vectorielle non singulière, a 
et b deux vecteurs, m un nombre réel de valeur absolue 
supérieure à 1 ; nous appellerons transformation générale 
de LoBBNTZ la transformation qui fait correspondre à un 
point P et à une valeur t du temps un autre point P et 
une valeur t' du temps vérifiant les équations 

l p'_0 = a{P-0) + ^a 

^ ^ 1 ^' = 6X(P— 0) + mï, 

où est un point fixe, vérifiant en outre V équartion 

[2] (F — of — r« = (P — oy - t'. 

Cette transformation donne lieu aux propriétés suivantes 

Ka. a = 1 + H (6, 6) " 

[3] { Kaa = m6 

a^ = ;7î« ^ 1 

a. Ka = 1 + H (a, ci) 
[4] { . ub= ma 

b^ =: m^ — 1 

^ M ^ = — a X (P' — 0) + m t' 

[6] a. Ka d == m^ a, a. Ka {a/\ u) == a/\u 

[7] Ka. a6 = m% Ka. a (6A^) = ^A^ 

où ie désigne un vecteur arbitraire ; 
[8] I3 a =r m 

Ka = a-i + — H(a,6) . 

a = Ka-^ + — H(6,a) 

. (awO A« = « (^A&) 

^ (Ka u) /\b = Ka (w A«)- 
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Ces dernières peuvent aussi s' écrire 

^ M 6/\Ka = Kcu«A- 

Démonstration [3]. — Portons les expressions [1] dans l'équa- 
tion [2]; l'éqnation obtenue doit être vérifiée quels que soient t 
et P ^ 0; on déduit immédiatement de là les deux dernières équa- 
tions [SJ. On a ensuite 

a(P-0)Xa(^-0) = (P-0)« + 6X(i'-0).6X(P-0) 

ou bien 

(P-0)XKa.a(P-0; = (P. 0) X KP - O) -\- H (b, b) {P - 0)\ 

d'où l'on tire la première des équations [3]. 

Démonstration '[5]. — Ap[>liquons T opérateur Ka aux deux 
membres de la première des équations [1]; on obtiendra ainsi, en 
vertu des équations [3], la première des équations [5]. 

Multiplions maintenant les deux membres de la même équa- 
tion intérieurement par a; on obtiendra en vertu de [3] 

aX{P'— 0) = {P- 0)XKaa + /(m« — l) = m/'-/ 

d' où la seconde des équations [5]. . 

Démonstration [4]. — En portant les expressions [5] dans le 
second membre de V équation [2], et en procédant comme dans la 
démonstration de [3], on obtient les équations [4]. 

Démonstrations [6], [7]. — De la première des équations [4] , 
on tire, en vertu de la troisième équation [3] • 

a. Ka a=^a-\- a^,a = m^a 

. a. Ka {af\u) = af\u + H(a, a) a/\u = a/\u 

Même démonstration pour les relations [7], 

Démonstration [8]. — Soient « un vecteur unitaire parallèle à 
UyJ et k deux autres vecteurs unitaires perpendiculaires entre eux 
et perpendiculaires à te; des équations [6] on déduit 

I3 (a. Ka) = (a. Kai)/\{a. KaJ) X («• Ka k) = m^i/\jX^ = '«^ 1 

mais on a d'autre part 

I3 (a. Ka) = 13a. I3 (Ka) = (laa)^ ; 

l'équation [8] est donc établie, puisqu' on peut évidemment choisir 
le signe d' une façon arbitraire. 

Démonstration [9]. — Appliquons l'opérateur a— i à la pre- 
mière des équations [4] ; il vient 

Ka = a - 1 + H (a, a - 1 a) = a - 1 -h ~ H (a, 6) 

f/lr 
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en vertu de la deuxième équation [4]. 

Si Ton applique ensuite Topérateur Ka à la première des équa- 
tions [9], on en déduit la seconde. 

Démonstration [10]. — • Diaprés la deuxième équation [4], on a, 
quel que soit u, 

1 

en appliquant Topérateur Ka aux deux membres de cette dernière 
équation, on a, en vertu de Péquation 1[3], I, n. 19j 

Ka [(am)/\a] = u/\b. 

En opérant de nouveau avec a, on obtient , en vertu de la se- 
conde des équations [6], la première des équations [10]. 

Une démonstration analogue s'applique à la seconde équation 
qui d'ailleurs résulte immédiatement de la première en y rempla- 
çant u par Kate. 

La deuxième équation [3] et la deuxième équation [4] 
ont une interprétation géométrique facile. Considérons en 
effet les quadriques indicatrices de P homographie a, c'est- 
à-dire les quadriques définies par V équation 

{M — 0)X a(M— 0) = (M— 0) X Ka{M— 0) = const. ; 

en posant 

Q— = 6 

on voit que le vecteur a6, et par suite le vecteur a, sont 
normaux à celle des quadriques indicatrices qui passe par Q. 

Les trois dernières équations [3] et [4J montrent en 
outre que les deux vecteurs a et 6 ont le même module. 

Enfin les équations [6] et [7] expriment que 

1° la dilatation a. Ka a pour directions doubles la 
direction a et toutes les directions normales à a 

2** la dilatation Ka. a a pour directions doubles la 
direction h et toutes les directions normales à 6. 

Remarquons enfin que les équations [6] se déduisent 
des équations [1], les équations [4] des équations [3] et les 
équations [7] des équations [6] en remplaçant dans les pre- 
mières a, «, h respectivement par Ka, — 6, — a. 

Dans le cas particulier où a est une dilatation , on a 
une transformation particulière de Lorentz, 

Dans ce cas, on peut supposer 
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[11] a ^'fi 

et r on a en outre 

[12] a = l + ^^^H(a,a) 

[13] a-i — 1 7^-rr^ H («» «) 

^ -" m (yn + 1) 

[14] a. a/\ = a/\ =a/\a 

[16] a-^a/\ =aA =«Aa"^ 

Démonstration [11]. — Puisque a est une dilatation, on obtient 
en rapprochant la première équation [3] de la première équation [4] 

H (<*,«) = H (6, 6); 

par suite l'équation {[S'j, I, n. 6; montre que a et & sont parallèles 
et, puisque ces vecteurs ont le même module», on peut toujours 
choisir a et 6 de façon que P équation [11] soit vérifiée. 

Démonstration [12], ^ Les directions doubles de la dilatation 
a coïncident avec celles de a. Ko, ou a* ; ce sont donc a et les di- 
rections normales à a. 

Or les équations [6] donnent 

a^a = m^a ; a*c = c, (a X <^ = 0). 

Il en résulte 

(a) aa = may oc = c. 

La dilatation a doit donc avoir la forme 

a=l -\-h H(a, a) 

h étant un certain nombre que nous allons déterminer. La seconde 
des équations (a) étant ainsi satisfaite, la première devient 

a + /m»*, a = ma, 

d' où, en vertu de la troisième équation [3], 

1 -\-h (m* — 1) = m 

et par suite la relation [12] est démontrée. 

Démonstration [13], — En appliquant P opérateur a— i aux 
.deux membres de [12], on obtient tout de suite la relation [13]. 

Démonstrations [14] et [15]. — De Péquation [12] on déduit tout 
d' abord 

a {af\v) = af\u ; 

puis on tire de la même équation 
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a«i = 



1 



on a ainsi établi les équations [14]. 

On démontre par le même procédé les équations [15]. 

Soient cp un nombre et u un vecteur, fonctions de P 
et de t ; ce sont , par suite , des fonctions de P' et de t\ 
en vertu des équations [5]. 

On peut établir les formules de transformation qui 
suivent : 



16] 

16'] 



17] 



17'] 



grad q) = Ka grad <p + •xy, 6 
p p* dt 

grad q) = a grad q) — -ttt ^ 

p/ pot 

div u = div {au) + -r-pY^h 
p P' du 



div u = div (Kaî*) 



ou 

dt 



Xa 



18] arotu = m rot (Ka*" * w) + a ( b/\ -r-, ) 

P /v \ dt ) 

l BuX 
18'] Ka rot ti = m rot (%-^u) — Ka af\ -ry | . 

p/ p \ dt ) 



Démonstrations [16] . . 
rapport à P, on obtient 

bP' dP 
Ceci posé, on a 



[18']. — En dérivant les équations [1] par 






grad <fXdP= grad wXft-dP+^bX^P 
p P' ot 

= JKagrad(p-|-^6JxcîP 

et comme cfPest arbitraire, l'équation [16] est démontrée. On obtient 
V équation [16'] par un procédé analogue. 
On a aussi 



i)P 



hubP" 



dubt' 



du 






K?^') 



dP 
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c* est-à-dire 

f \ du du . ^ /- bU] 

Ed appliquait aux deux membres l'opérateur I|, on obtient 

d* où V équation [17]. On obtient V équation [IT^ par un procédé 
analogue. 

Appliquons P opérateur 2V, puis l'opérateur a aux deux mem- 
bres de (a) ; nous obtenons, en vertu de j[3], I, n. 12| 

(.) arot« = 2av(|^a) + «(5A|HJ. 

Or, a et p étant deux homographies quelconques, on a 

aV (pa) = V (Ra. P) 
(voir Appendice Compléments au premier volume^ n.° 25, [9]); par suite 



2«v(^^a) = 2v(Ba.|H)^,V 



bP' 



= rot (Rom) = rot (I^a. Ka — i w) 

en vertu de l'équation t[4'], I, n. 20|. En portant cette valeur dans 
{h) et en se servant de l'équation [8] on trouve l'équation [18] qu' il 
fallait démontrer. On opère de même pour obtenir [18']. 



§ 8. Principe général de relativité. 

Reprenons les équations [1] . . . . [4] du § 2 en y rem- 
plaçant, pour simplifier, c par 1 et 4jtQ par q. Elles s' écri- 
vent alors 

[1] rotm — -^ =^QV 

[2] div e = Q 

[4] rote + ^ = 

[6] divll^ =«0. 

En appliquant à ces équations une transformation gé- 
nérale de LoRBNTz , elles se transforment en elles-mêmes , 
c' est-à-dire qu* elles prennent la forme 



- Uà - 

[1'] rot m' -^ 1^, = e V 

m div é = e' 

[3'] rote' + ~=0 

pr al 

[4'] divm'=-0, 

équations dans lesquelles tn!^ e', q', v' sont définis par les 
équations suivantes : 

[5] Kain.' = miiî. + 6/\e 

[6] Kcte' =me — bf\m 

[7] q' = Q (V X 6 + m) 

[8] 'Q'i/ = Q(at? + a) 

( e' =^'Rae — a/\ani. 

On a aussi les formules suivantes : 

[10] am = mm/ — a/\e' 

[11] ae^me' + a/\fnf 

[12J m' X « = m X 6, e' Xa^-eXà 

[13] m' Xe' = mXe 

[14] m'^ — ^'^ = tiî.^ — e^. 

Démonstration. — a) Eemarquons tout d'abord que l'équation 
[5] posée ci-dessus donne, en multipliant ses deux membres inté- 
rieurement par b : 

^ X Katw' = mtw X *î 
on a d' ailleurs 

b X I^" ih' = fw' X «^ = ^^ ^w-' X <* 

en vertu de la deuxième équation [4] du § 7 ; par suite , la pre- 
mière des équations [12] se trouve démontrée. 

b) Multiplions les deux membres de [4] par le nombre constant 
m, les deux membres de [3] par b (intérieurement) et soustrayons 
membre à membre les résultats ainsi obtenus. Puisque b est un 
vecteur constant, on a 

div {b/\e) = — 6 X rot « 

et, par suite, on peut écrire 

BURAU-FORTl — Marcolongo. II. 8 



(îiv(m w -f b/\e) - ^X * = 0. 
p ot 

On en déduit, en introduisant tn' défini par [5] et en utilisant 
la première équation [12], 

di V Ka m' - -^ X « = ; 
p dt 

cette dernière équation donne à son tour , en vertu de V équation 
[17'] du § 7, 

div tn' = 

et l'équation [4'] est ainsi établie. 

En multipliant de même les deux membres de [2] par m, les 
deux membres de [1] par b (intérieurement) et en ajoutant membre 
à membre les résultats obtenus, on obtient 

div (me — hf\m) — -^ y(^h = q {y y,h -\- m) 

p 0* 

d' où, en introduisant les quantités définies par [6] et [7] et en uti- 
lisant la seconde des équations [12], 

divKae'-^'x« = Q' 
p ot 

et, comme le premier membre est égal à div e' en vertu de l'équa- 

p* 

tion [17'] du § 7, Péquation [2'] se trouve établie. 

Après avoir été ainsi conduits à la définition simple des deux 
nouveaux vecteurs m' et e' à Taide des équations [5] et [6] et à la 
définition du nombre q' à V aide de V équation [7] , nous pouvons 
maintenant procéder directement à la transformation des équa- 
tions [3] et [1]. 

Appliquons Popérateur a aux deux membres de [3]; nous obtenons 

, ^ , d(am) ^ 
a rot e -\ — \r—^ = 
p ot 

qui s'écrit, en vertu de l'équation [18] du § précédent 
(a) m rot^CKa - 1 e) + a \b^ |^*j + ^-^ = 0. 

Mais 1' équation [6J nous donne 

-e' = 7wKa — 16 — Ka - 1 (6/\m); 

la deuxième équation [9] et l'équation [10] du § 7 nous donnent à 
leur tour 

Ka — 1 {à/\ni) = a {b/\fn) = a/\afn ; 
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on a par suite 



m rot Ka 1 6 = rot e' -f rot (aAatn) 



= rote' -f Jdiv (am) riv"^ « 

P' l P' dP ) 



|[3], I, n. 42|. 

On a d^autre part 

d{am) _ d(am) ^ . ^ àjam) 

car , en vertu de la seconde jdes équations [9] du § précédent , on 
peut écrire 

atn = Ka — la H H (6, a) m. 

Par suite la relation (a) prend la forme 

# rot e -f div am tt^- « + 

pf { pf dP ) 

mais V équation [4] , jointe à V équation [17] du § précédent , nous 
donne 

div m = div atn -f -—7- X * = ; 

P P' ' ol 

V équation précédente prend donc la forme 

(6) ro^e' -f m Ka-l ^ + a jôA |^) = 0; 

enfin de Téquation [5] on déduit successivement 






dm' 
dt 

puis 






en vertu de la deuxième équation [7] du § 7. 

Par suite Téquation (b) entraîne l'équation [3'] qu' il fallait dé- 
montrer, c 
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Un procédé analogue s' applique à la démonstration de V équa- 
tion [1']; il suffit d'appliquer l'opérateur a à l'équation [1], de 
multiplier les deux membres de [2] par a et de se servir ensuite 
de l'équation [8]. 

Démonstration [9]. — Appliquons aux deux membres de [5] l'opé- 
rateur Ra, On a 

mm' = m Ea m -f Ra {b/\e) 

et d'autre part 

Ra {b/\e) = (a b)/\a e = m a/\a e ; 

la première des équations [9] est ainsi démontrée. 

te même procédé , appliqué à l' équation [6] , nous donne la 
seconde des équations [9]. 

Démonstrations [10] et [11]. — On a, en vertu de la deuxième 
des équations [10] du § 7, puis en vertu de l' équation [6] 

Ka («'A») = (Ka e')[\h == m ef\h - {hf\m)f\b 
c' est-à-dire 

Ka (e'/\a) = m ef\b — b,^m-\-hy^m,b, 

m 
Ajoutons membre à membre cette équation à l' équation [5] , 

après avoir multiplié par m les deux membres de cette dernière 

équation; on aura, en vertu de la troisième des équations [4] du 

§ précédent, 

Ka (m tn' -f e'/\a) = fn -^-byC^m.b. 

En appliquant 1' opérateur a aux deux membres et en utilisant 
la première des équations [4] du § précédent, il vient 

m »*' -f e'/\a -f m a X ^'^•' « = ^'^ -^by!^ni,ab 

et cette dernière équation fournit l'équation [10], en vertu de la 
relation [12] déjà démontrée et de la deuxième des équations [4] 
du § précédent. 

La même démonstration s' applique à l' équation [11]. 

Démonstrations [13] et [14]. — Les équations [10] et [11] nous 
donnent 

am X a« = ^' ^' X «' — («A^') X («A***')- 
Le premier membre a pour valeur 

am X a« = Wi X Ka. ae = »*X«-f*»*X**-^X*j 

en vertu de la première des équations [3] du § précédent; le se- 
cond membre équivaut à 

m^ m' X «' — «•* wi-' X ^' + ^w-' X «• «' X «> 
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ou bien, en vertu de la troisième des équations [3] du § 7 et des 
équations [1^], 

de la comparaison des deux membres résulte V équation [13]. 

Une démonstration analogue , que nous supprimerons pour 
abréger, s' applique à V équation fl4]. 

Les formules [9] expriment les nouveaux vecteurs m' 
et e' directement en fonction des vecteurs tn et e et de 
même les équations [10], [11] expriment m et e en fonc- 
tion de m/ et de e\ Les équations [10], [11] se prêtent 
mieux que les premières à V interprétation géométrique 
des résultats. 

Nous avons déjà vu (§ 7) comment on détermine a , 
connaissant 6 et a ; ceci posé , e' et tn/ une fois connus , 
réquation [10] fournira am comme somme de deux vecteurs 
faciles à construire. La direction de m sera ensuite' celle 
du diamètre conjugué du plan normal à am par rapport 
aux quadriques indicatrices de V homographie a ; la pre- 
mière équation [12] exprime que, étant donnés les deux 
vecteurs de même module a et 6, la projection orthogonale 
de m sur b est égale à celle de tn/ sur a : cette équation 
détermine donc complètement le sens et la grandeur de m ; 
la même construction s* applique au vecteur e. 

On voit aussi que qV et q' sont liés à qi^ et à q par 
les équations mêmes qui expriment la dépendance entre 
P', t^ d' une part et P, t d* autre part, c* est-à-dire par les 
équations [1] du § 7. En eifet, si dans ces dernières nous 
remplaçons P — 0, t, P' — 0\ t' respectivement par qv , q, 
qV, q', nous obtenons les équations [7] et [8]. Par suite on 
aura aussi 

ç'2 (1 _ v'2) = p« (1 _ t;2). 

Les formules se simplifient lorsqu'il s'agit d'une trans- 
formation de LoEENïz particulière. L' équation [B] devient 
en eflTet 

am^ = mm -(-a/\e 

et, par suite, on a, en vertu des équations [IB] du § 7 
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r équation [13] du même paragraphe permet d' écrire cette 
dernière sous la forme 

. m + 1 ' ' ^ 

et V on a de même 

aXe . 

e =^me p^ a — a [Km, 

m -j- 1 ' ^ 

En opérant de la même façon sur les équations [10] et 
[11], on obtiendra les nouvelles équations 

ay^m! . , 

ni-= m un — r- a — a/\e 

m + 1 ' ^ 

6 «= m 6 —7 a + a /Km . 

m + 1 ' ^ 
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APPENDICE 



I. Examen critique de quelques concepts yectoriels 
et de quelques notations yectorielles. 

Il nous paraît intéressant d'examiner les concepts et les nota- 
tions que contient la traduction française de V " Encyklopàdie der 
mathematiscïœn Wissenschaften „ (^) et qui sont en pleine contradic- 
tion avec les divers systèmes vectoriels et les principes qui doi- 
vent présider à la formation logique de leurs algorithmes. 

Nous envisagerons en outre le système que M. Prandtl a publié 
à Poccasion de la discussion projetée pour le Congrès de Cambridge 
(1912) au sujet des notations vectorielles, discussion qui n'a d'ail- 
leurs pas eu lieu. 

1. Dans le calcul vectoriel absolu , il est rare qu' on ait à 
considérer explicitement le module, ou longueur, d'un vecteur, car 
dans toutes les questions de physique , de mécanique et de géo- 
métrie c'est en général le vecteur avec sa longiieur, sa direction et 
son sens qui ap parait et non pas la longueur du vecteur seule. Au 
surplus si a est un vecteur , a* est le carré de son module et la 
notafcion moda n'est pas si incommode (2) qu'il faille lui substi- 
tuer une notation encore plus abrégée. 

Mais dans le calcul vectoriel ordinaire, basé exclusivement sur 
les coordonnées cartésiennes, c'est seulement le module du vecteur 
qui peut être employé dans le calcul. C'est sans doute pour cette 



(*) Encyclopédie des sciences mathématiques pures et appliquées. Tome 
IV, vol. 2. 

Tome IV , vol. 5 , Notions géométriques fondamentales. Exposé , 
d' après Tarticle allemand de M. Abraham (Milan), par P. Langbvin 
(Paris), 1912. 

(2) La notation \a\ déduite de celle adoptée par Wbibrstrass pour 
les nombres ne convient pas , parce que daus le calcul géométrique 
I désigne l'opérateur index de Grassmann. On peut remarquer en outre 
que, si a est une homographie, |a| est un opérateur linéaire entre hi- 
vecteurs et bivecteurs et non pas le module de a. Si a et & sont des 
vecteurs, le groupement de signes \a\ 6, décomposé ainsi |. a| ô, n' a 
pas de sens parce que a\b est un tri vecteur et qu' on ue considère 
pas l'index d'un trivecteur; si on le décompose ainsi |a. |&, ce même 
groupement désigne un vecteur, produit alterné (régressif, dans le 
plan de l' iniini ) des deux bivecteurs |a, |&, tandis que \a \b devrait 
être équivalent à moda. &. 
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raison que V Encyclopédie (^) adopte la notation a pour indiquer an 
vecteur et, dans cette notation, on doit entendre que a est le mo- 
dule du vecteur. Il est à présumer, bien que cela ne soit pas dit 

explicitement, que a ne doit pas indiquer " le vecteur dont le mo- 
dule est a y^, car il existe une iniinité de pareils vecteurs. Et s' il 
n'est pas possible d'établir une correspondance univoque et réci- 
proque entre un vecteur et son module, il est évident que la no- 
tation a n'est pas opportune et possède le même degré d' absurdité 
que toute convention fixe (Voir Eléments, page 218). . 

2. Deux vecteurs sont dits équipollenls quand ils ont la même 
longueur et qu'ils sont parallèles et de même sens; mais il faut 
bien se garder d'appeler de pareils vecteurs des vecteurs égaux (*> 
C'est un fait que les êtres ayant une longueur, une direction et un 
sens forment une classe d'êtres simples déterminés d'une façon uni- 
voque ('), que deux êtres de cette classe ne sont identiques (c'est- 
à-dire égaux au sens logique général habituel établi par LErBNiz) 
que dans le seul cas où ils ont en commun la longueur, la direc- 
tion et le sens. La distinction établie par 1' Encyclopédie corres- 
pond à une analyse incomplète du concept exprimé par le mot 
vecteur. Voici en effet comment s'y trouve justifiée la distinction 
entre les vecteurs équipollenls et les vecteurs égaux (*). 
On admet que la condition 

B — A équipollent à D — C 

peut être vérifiée de trois façons différentes. 

1.° Les points A, B, C, D ne sont pas nécessairement en ligne 
droite (vecleu7's libres), 

2.** Les points A, B, C, D sont nécessairement en ligne droite 
(vecteurs glissants), 

3.<> On a nécessairement ^ = C, B = D (vecteurs liés à un 
point). 

Selon les lois de la logique et de la grammaire usuelles, un 
adjectif qualificatif associé au nom d' une classe restreint cette 
classe (donne une sous-classe), mais il ne change pas la nature des 
êtres de cette classe. Par exemple, en analyse, le mot nombre dé- 
signe une classe très vaste ; les qualificatifs " complexe d'ordre n ,„ 



(*) Encyclopédie des sciences mathématiques. Tome IV , vol. 5 , 
page 7. 

(2) Encyclopédie, t. IV, vol. 2, page 4. 

{^) BuRALi-FoRTi, GU enti astratti definiti corne enti relativi ad un 
campo di nozioni. - [Rend. Ace. Lincei, s. 5., v. 21 (2. semestre 1912), 
p. 677-682]. 

(*) Encyclopédie^ t. IV, vol. 2, page 5. 
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" imaginaire „ , " réel „ , " irrationnel „ , " rationnel „ , " entier „ , 
associés au mot nombre donnent des classes spéciales , mais qui 
sont toutes composées d'êtres qui ne cessent pas d'être des nombres. 

Or on se met en contradiction avec ces lois de la logique et 
de la grammaire usuelles lorsque au mot vecteur on ajoute les qua- 
lifiCditiî&j^glissant^ lié à un point, car on obtient ainsi des êtres qui 
ne sont plus des vecteurs. Et il est aisé de le démontrer. En effet : 

Dans le premier cas, le mot libre est inutile ; un vecteur libre 
est simplement le vecteur de Hamilton et de Grassmann (dans le 
champ à trois dimensions), car on a 

[ distance de -A à ^ = distance de C à /) 

W ^^"'l'^^f ~ ^. \ miroite AB parallèle à CD 
^ ^ dans le seul cas ou i 

( sens de A vers ^= sens de C vers D 

et ces conditions déterminent une classe unique. 

Dans le second cas, on obtient des formes spéciales de seconde 
espèce de Grassmann ; d' une façon plus précise on obtient les 
formes que M. Pbano appelle des bipoints. Si V on représente par 
AB le produit alterné de A par ^, on a 

i distance de A k B = distance de C k D 
le points A B C D sont en ligne droite 
sens de A vers B = sens de C vers D. 

Il en résulte que AB = CD entraîne B — A= D—C; mais l'éga- 
lité B — A=D — C n'entraîne pas nécessairement l'égalité AB = CD. 

Un vecteur glissant, ne peut donc pas être un vecteur, mais 
un être d' espèce bien différente qui dépend de l' importante et 
puissante opération appelée produit alterné , opération introduite 
d'une façon géniale par Grassmann. Du reste il suffirait de remar- 
quer, en se reportant aux coordonnées, que le vecteur (libre) a trois 
coordonnées, tandis que le bipoint (vecteur glissant) en sl six , liées 
par une relation quadratique. 

Dans le troisième cas, lé vecteur a lié à un point A n' est pas 
autre chose que le couple (logique) formé par le point A et le vec- 
teur a. Ce couple ne représente pas un vecteur, mais seulement 
une force appliquée en un point d'un corps, 

3. Dans 1' " Encyclopédie „ on considère encore le vecteur 
axial qu' on désigne par la longueur a du vecteur (^) avec une 
flèche courbe au-dessus. 

Quelle est l'origine logique de ce nouveau vecteur? Le couple 
mécanique (système de deux forces représentées par deux vecteurs 
parallèles, opposés et de même longueur) dépend du produit alterné 
de Grassmann et ne peut pas être considéré d' une façon directe 
sans introduire 1' axe du couple ou le m^m^ent du couple Soient 




(*) Encyclopédie^ t. IV, vol. 5, page 11. 
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A et ^ les points d'application de deux forces représentées par les 
vecteurs a et —a. Le couple est alors 

Aa— Ba = {A — B)a 
et son moment est 

|!(A - B)a\ = (A - B)/\a. 

Or c'est ce moment qu' on indique par la notation avec la flèche 
courbe et qu'on appelle vecteur axial. 

Il suffit de remarquer que si a et b sopt des vecteurs , €Lf\b 
est toujours un vecteur et en outre que si u est un vecteur, il 
existe une infinité de vecteurs a et 6 tels que u = a/\b, pour pou- 
voir conclure que l'introduction du vecteur axial correspond elle 
aussi à une analyse incomplète des concepts fondamentaux. 

là Encyclopédie elle-même a soin de noter une relation (^) entre 
le vecteur axial et le bi vecteur (complément, Ergànzung) de Grass- 
MANN ; mais l'auteur ajoute ces mots : 

" Mais tandis que le parallélogramme, comme surface, direction 
et sens de parcours , reste identique à lui-même par mirage dans 
son propre plan , la droite représentative change de sens et n' en 
fournit pas un symbole exact „. 

Il y a lieu au contraire de remarquer que , en désignant par 
u et V deux vecteurs orthogonaux, tels que a, 6, «, v soient paral- 
lèles à un même plan, on a : 

a = m (cos q). «* -f sin (p. v), b = n (cos ij). u + sintp. v) 

ab=: mn sin (tp — q)) i^v ; 

et si l'on désigne par a', b' les symétriques de a^ b par rapport à u: 

a' = m (cos q). te — sin q). v\ b' = n (cos tp. «* — sin \p. v) 

a'b' =»m n sin (q) — op) «*v ; 

d'où il résulte 

a!V = — ab 

contrairement à ce qu' affirme 1' Encyclopédie, 

4. En ce qui concerne les autres notations adoptées par 
1' Encyclopédie pour le produit intérieur ou scalaire et pour le pro- 
duit vectoriel, nous pourrions renvoyer le lecteur aux observations 
faites par nous dès nos premières notes des Rendiconti di Palermo ; 
mais pour les raisons développées dans la Préface, il ne paraît pas 
hors de propos de réfuter une nouvelle fois des notations qui , 
selon nous, ne sont absolument pas acceptables. 



(*) Encyclopédie^ loc. cit. page 12. 
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Pour le produit intérieur ou scalaire de deux vecteurs, V Ency- 
clopédie adopte les notations (*) 

a 1 6 ; «6 ; a.b (2). 

Ces notations sont à rejeter, soit pour des raisons historiques, 
soit pour réserver la possibilité de se servir du calcul de Grass- 
MANN. Dans ce dernier calcul , il est nécessaire de considérer le 
produit alterné de deux vecteurs ; et il y a lieu de réserver la no- 
tation «6 pour ce produit alterné. Il est d'autre part nécessaire 
d'envisager le bivecteur (produit alterné de deux vecteurs) qui est 
Pindex d'un vecteur donné b (c'est-à-dire le couple dont h est 
le moment). Cet élément a été représenté par Gtrassmann par la 
notation |6, le signe ] étant un opérateur qui appliqué à b donne 
le bivecteur considéré ; et nous ne voyons aucune raison pour aban- 
donner le symbole employé par Grassmann. En outre, il est néces- 
saire de considérer le produit alterné de deux formps géométriques 
a, b quelconques ; et il est opportun de le représenter simplement 
par aô, en sous-en tendant presque toujours le symbole d'opération 
entre a et b (^), 

Il est ensuite naturel d' écrire a\h au lieu de a.|6, autrement 
dit au lieu de a{\b) , c' est-à-dire d' indiquer par a\b le produit 
alterné de a par \b. Mais ce produit est un tmvecteur (produit 
alterné de trois vecteurs) et c'est par suite un élément bien diffé- 
rent du nombre, auquel se réduit le produit intérieur de a par b. 



Si Q est le trivecteur unitaire, -^ est précisément le nombre 

auquel se réduit le produit intérieur de a par b. Un pareil produit 
intérieur ne peut donc pas être représenté par a\b (trivecteur), 



(^) Encyclopédie, t. IV, vol. 2, p. 14 ; vol. 5, p. 9. 

(2) Nous estimons absolument inutile d' employer la notation 
de 1' Encyclopédie pour indiquer un vecteur. Notons cependant qu' en 
employant les caractères de Clarendon pour représenter les vecteurs nous 
n' entendons unllement poser en principe " qu' un vecteur doive tou- 
jours être représenté par les caractères de Clarendon „ ; une pareille 
convention serait logiquement absurde {Eléments^ page 218). 

(^) Il est pourtant nécessaire (ElémentSj p. 183) d'avoir à sa dispo- 
sition un pareil symbole et à cet eflfet nous avons le symbole O* 

La notation allemande [ab] est encombrante et illogique. Si ab 
désigne déjà le produit alterné de a par b, les parenthèses deviennent 
inutiles, par suite encombrantes ; si [ab] désigne une fonction de a et 
de 6, on devrait écrire [a ,6] de même qu'on écrit ^x,y) et non pas 
f(xy), mais dans ce cas le symbole de fonction (opérateur) serait con- 
stitué par les parenthèses, et ceci est contraire aux lois algébriques 
les plus communes , autrement dit ceci est illogique. Cf. G. Pbano , 
Derivate e differenziali [Atti Ace. di Torino, v. 48 (1912)]. 
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mais il doit être représenté par -=L ; et comme cette dernière no- 
tation est encombrante , il est nécessaire d' employer un symbole 
d^ opération entre a et & ; le. symbole employé primitivement par 
Grassmann est le symbole X ©^ oïi a exactement 



Il est vrai que Pbano, nous-mêmes et d^autres auteurs ont fait 



usage de la notation a\b au lieu de -^ ou de aX^î mais, Pbano 

as 

ayant reconnu Pinexactitude de la notation a|6, qui se trouve avoir 
ainsi deux sens différents, nous avons abandonné cette notation. 

La notation a,b est également inadmissible , parce qu' il con- 
vient de laisser au point le sens d' un symbole de séparation 
(sens qu' il a dans V écriture vulgaire), afin d'éviter 1' emploi de pa- 
renthèses surabondantes (^). Et on peut en voir un exemple dans la 
façon même dont V Encf/ctopèdie écrit la formule qui exprime le théo- 
rème du double produit vectoriel (p. 13). 

6. La notation ay^b proposée pour le produit vectoriel de 
a par b est également inopportune (p. 13). Le symbole X ©st pro- 
pre à l'algèbre ; si on veut l'étendre aux vecteurs, on peut le faire 
à condition de conserver autant que possible les propriétés for- 
melles. Or si a X ^ représente le produit vectoriel de a par 6, on a 

aXft = — *Xa 

propriété complètement opposée à la propriété algébrique corres- 
pondante, et si , en algèbre , le signe X ®st " généralement né- 
gligé „, il n'est certainement pas aboli. Si au contraire on emploie 
le signe X pour le produit intérieur, toutes les propriétés formelles 
sont conservées ('). 

Le fait que Gibbs a fait usage de la notation a X * P<>^r 1® 



(^) Die lineale Ansdehnung^ 18M (Ges. W., I^ , p. XI) ; Geometrische 
Analyse^ 1846 (Ibid., p. 345). 

La note (11) de V Encyclopédie ^ t. IV, v. 6, p. 8 n'est donc pas 
exacte. Le symbole [a\b] a été employé par Grassmann dans VAusdeh- 
nung, 1862 (Ges. W., Ig, p. 112). 

(*) Plusieurs des auteurs allemands qui s'occupent du calcul vec- 
toriel sont déjà d'accord sur ce point , par ex. M. Prandtl ; ce der- 
nier, voulant s'éloigner le moins possible des notations de Gibbs, a 
proposé de substituer au point gras le point rond o et de représenter 
par suite le produit intérieur de a par b par la notation aob, Ueber 
eine einheitliche Bezeichnungsweise der Vektorenrechnung im technischen 
und physikalischen Unterricht [Jahresbericht der deutschen math. Verei- 
nigung, Band 13 (1904), p. 36-40]. 

(^) Eléments, page 34. 
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produit vectoriel ne justifie pas l'usage d'une pareille notation. On 
doit accepter de Gibbs le principe excellent qui consiste à indiquer 
par un signe placé entre a et 6 le produit intérieur ou le produit 
vectoriel de a par b ; mais on ne peut pas adopter ses signes a. b 
et «X^ ®t cela pour les raisons que nous avons déjà développées 
amplement. 

Nous avons proplosé pour les deux produits les symboles X 
et /\ et ce choix s^est trouvé être très opportun dans toutes les 
applications, même les plus élevées. La correspondance entre ces 
symboles et ceux de Grassmann s' exprime par les égalités - 



OU encore, en faisant usage du symbole O pour le produit alterné 

a/\b = \{a O b). 

6. En vue de la discussion projetée au congrès de Cambridge 
(1912), M. L. Prandtl , de V Université de Gôttingen , a présenté 
quelques propositions (dactylographiées) qu'il dit devoir servir de 
conclusion au travail d'un comité allemand pour les notations vec- 
torielles (1903-1904) (^) : et qui, sauf quelques observations au sujet 
de nos propositions , reproduisent ce que M. Prandtl avait déjà 
publié en 1903-1904 (*). Citons quelques-unes des opinions de 
M. Prandtl, opinions émises en 1904 et confirmées en 1912. 

" Es haben sich zwischen den Anhàngern der Grassmannschen 
Schule und den Physikem so durchgreifende Unterschiede in der 
Denkweise herausgestellt , dass eine Einigung sich als untnoglich 
erwies „. 

Cet accord est si peu impossible que nous avons pu tirer du 
système minimum (que M. Prandtl juge incomplet) le système 
entier de Grassmann (3). 

" Der Unterschied zeigt sich deutlich beim den .orientierten 
Flàchenstucken. Fur die physikalische Richtung sind dièse einfache 
Vektoren : da sie sich bei nicht orthogonalen Transformationen an- 



(^) Voir les articles de M. M. Prandtl, Mbhmke, Fischer, V. Col- 
lins, C. G. Knott dans le Jahresbericht der deutschen mathenu Verei- 
nigung, Bd. 12, 13, Ï4 ; et ua article de M. F. Jung, Bd. 17, p. 383- 
390 (1908). 

(2) Grundsdtze fiir eine einheitliche Schreibung der Vektorenrech- 
nung im technischen Unterricht [Jahresbericht der deut. math. Vereioi- 
guQg, Bd. 12, p. 144 (1903)] ; Ueber eine einheitliche Bezeichnungsweise 
der Vektorenrechnung im technischen und phgsikalischen Unterricht [Ibid. 
Bd. 13, p. 36-40 (1904)]. Nous avons déjà fait allusion à ces travaux 
de M. Prandtl dans notre note V des Rendiconti de Palerme. 

(3) Eléments^ p. 180. 
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» 

ders verhalten, wie ihre Normalen, braucht die Grassmannsche 
^1i Schule fur das Flàchenstûck eina besonderen Begriff, nàmlich den 

BiVEKTOR „. 

Ceci signifie que Pécole de Grassmann a analysé mieux que les 
physiciens (ou mieux, que certains physiciens) les concepts fonda- 
mentaux : elle a vu qu* une aire ne peut pas être un vecteur, mais 
bien un bi vecteur dont V index peut représenter l'aire indirectement. 

" Da die Differentialgleichungen der Physik zwar die Gruppe 
" der Drehungen, rfber fast nie die Gruppe der affinen Transfor- 
" mationen besitzen, kommt in der Physik der Unte)^scheidung von 
" Yéktoren und Bivekloren keinerlei vernunftiger Sinn zu „. 

De la sorte toutes les questions de mouveaient d'un corps so- 
lide qu' on traite d' une façon si simple et si rapide à P aide des 
bi vecteurs, toute la géométrie métrique ou projective qui néces- 
site l' emploi des bivecteurs paraissent n' avoir plus ainsi aucun 
sens raisonnable. 

" Ein " Systema minimo „ wie es die Herren Marcolongo und 
" Burali-Forti vorgeschlagen haben, scheint auf den ersten Blick 
" den beiden Denkrichtungen gleichmàssig gerech^|t zu werden. 
" Doch kommt das ganze Elend bei den dreifachen Produkten wie- 
" der herein „. 

Le défaut réside non pas dans noa notations , mais dans les 
notations erronées que quelques-uns , beaucoup même , emploient 
pour le système de Grassmann. Si 1' on représente par ab le pro- 
duit alterné de a par 6, le volume du parallélépipède d'arêtes a, 6, c 
n' est pas ahc^ comme l' atfirme M. Prandtl ; abc est un tri- 
vecteur et non pas un nombre ; le volume est —çt- et l'on a, avec 
nos notations vectorielles 

abc 



aX^f\c = 



Q 



Le produit intérieur de a par le produit extérieur (bivecteur) 
de b par c ne peut pas être considéré (*) et par suite il ne peut pas 
être équivalent à a/\{bf\c), 

M. Prandtl pose ensuite la question suivante. 

" Hat die Grassmannsche Richtung heute noch so grosse Be- 
deutung, dass sie als gleichberechtigte Macht mit der physikalischen 
Richtung betrachtet werden muss ? „. 

Il n'y a même pas lieu de mettre ceci en doute et tout ce qui 
a déjà été fait par la méthode de Grassmann est là pour prouver 
son importance. Si M. Prandtl entend parler de ce calcul de déter- 
minants et de matrices qui semble faire les délices de certains 
mathématiciens , on peut répondre , avec raison , que la puissance 
physique de ce calcul est nulle ; s'il s'agit du calcul concret, pure- 



(*) Voir notre réponse a M. Timerding : L' Enseignement Mathé- 
matique, XI année, p. 460-463 (1909). 
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ment géométrique, de Q-rassmann-Pbano, il en est tout autrement. 

Et enfin M. Prandtl termine par une exhortation : 

" Nicht ein Systema minime ! sondem das ganze System mit 
" den dreifachen Produkten muss ins Auge gefasst werden „. 

Les trois produits sont le produit intérieur, le produit eœtMeur 
et le produit dyadique ; le calcul dyadique est très important " wie 
sie GiBBS gelehrt hat „. 

La dyade est un instrument vectoriel minuscule qui donne avec 
de grands efforts les homographies générales, les dérivées par rap- 
port à un point. Ainsi par exemple 1' homographie axiale 

(avec nos notations) s* exprime à Taide des dyades par V égalité 

w/\ = H(a,6) — H(6,a) 
avec 

u = a/\b î 

En outre les dyades ne forment pas un système linéaire ! ! 

Pour tout le reste, nous renvoyons M. Prandtl au premier 
volume de notre Analyse vectorielle (Transformations linéaires) et 
aux applications qui se trouvent dans ce volume. 



II. Tisseur^ Tissage et Vis de Ball (*). 

On peut résumer d'une façon simple et élégante, à Paide des 
formes géométriques de Grassmann-Pbano, les belles et importantes 
recherches de Ball (2). Donnons-en un rapide aperçu. 



(*) Nous jugeons inutile de parler des biplans , hipoints , moteurs 
et impulseurs de Study. Les formes de Q-rassmann donnent en effet 
sous une forme simple et régulière des éléments qu'on peut substituer 
aux bipoints et aux biplans. En outre les moteurs et les impulseurs 
ne peuvent être d' aucune utilité, car la somme de deux moteurs par 
ex. est définie comme un moteur qui est fonction, non seulement des 
deux termes de la somme, mais encore d'une direction de plan qu' on 
peut choisir arbitrairement ; et, d'autre part, on sait que la somme de 
deux isomèries vectorielles ne peut pas être une isomérie vectorielle. 

(^) Robert Stawbll Ball, The theory of Screws : a geometrical 
study of the Kinematics, Equilihrium and small Oscillations of a Rigid 
Body [Trans. of the R. Irish Academy, vol. 25 (1871), p. 161] ; ou encore 
Tfieory of Screws (Cambridge 1900) ; William Kingdon Clifford , 
Preliminary Sketch of Biqu^ternions (Mathematical Papers , London , 
Maomillan and C, 1882 , p. 181 ; Proceedings of the London Mathe- 
matical Society, t. 4, 381-395). 
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Un sj^stème de forces appliqué à un corps solide peut être iden- 
tifié à une forme 1^2 (forme de seconde espèce de Grassmann- 
Pbano); par suite un visseur (wrench) de Ball n' est pas autre 
chose qu'une JPg- 

Soient C^, C^ deux positions différentes d' un même corps so- 
lide : on peut passer de C^ à Cg d'une seule façon à J' aide d'une 
rotation autour d' un axe et d' une translation parallèle au même 
axe. L'opérateur qui appliqué aux points de C^ donne les points 
de Cg n'est pas autre chose qu' un vissage (twist) de Ball. 

La relation entre le visseur et le vissage est la suivante. Si s 
est une F^ (c'est-à-dire un visseur\ V opérateur 



[1] y = e 



l.uO. aO 



est un opérateur entre les formes l^^ et jP^ qui conserve la masse 
des formes F^ (c'est donc un opérateur entre points et points, entre 
vecteurs et vecteurs) et cet opérateur est précisément le vissage 
déterminé par le visseur s. 

Si P est un point, yP se déduit de P par une rotation autour 
d'un axe, l'axe de 5, et une translation parallèle an même axe, si 
l'on a ss ^0; par une seule rotation, si l' on a s(û=^Oy ss = {s est 
alors réductible à un bivecteur) (*) . 

Dans les deux premiers cas, on peut poser 

[2] ■ s = fçOu -f m\u 

avec 

^ = A r..,.\ , <P = mod (5(0), m = 



mod {s(ù) ' ^ ^ ^' mod (50)' 

étant un point arbitraire de l' axe de s. Dans ce cas le vissage 
Y produit une rotation de q) radiants autour de Ou et une trans- 
lation mu, 

A l' aide des formes 1^2 <i® Grassmann-Pbano , on voit ainsi 
clairement la relation entre le visseur et le vissage et cette relation 
se trouve établie parce que dans la relation [2] la rotation cp ap- 
paraît comme coefficient de 1' axe et P amplitude m de la transla- 
tion comme coefficient du couple \u. 

Il résulte également de là que l'interprétation vectorielle usuelle 
est complètement erronée (2). 

Remarquons que la relation [1] établie pour le vissage ne peut 
pas servir pour la composition des mouvements hélicoïdaux, parce 
que le produit de deux exponentielles y est une exponentielle qui 
n'a pas pour exposant la somme des exposants. L'étude des mou- 
vements physiques d' un corps solide [mouvements hélicoïdaux, ou 



(^) Pbano, Calcolo geometrico, p. 164. 
(2) Encyclopédie, t. IV, v. 2, p. 51. 
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motor {^)] se fait très simplement à l'aide des isoméries vectorielle^, 
ainsi que nous V avons fait rapidement dans les Omografie vettO' 
riali (*), et ainsi que M. Bottasso le développera complètement dans 
le volume IV de cette série de volumes relatifs à l'Analyse vecto- 
rielle, 

La vis (screw) de Ball est , en substance, la vis matérielle or- 
dinaire; si on lie invariablement C^ à cette vis et si on lui donne 
dans un sens convenable une rotation convenablement choisie, C^ 
vi<^nt dans la position Cj. La vis est donc déterminée par son aœe 

{Ou)y par son pas réduit [ — J et par son sens (déterminé par le 

sens de u). 

Considérons les «deux visseurs (ou F,^ 

s == cpOu -j- m|ii, s' = cp'O'u' + m' | te' ; 

on peut supposer, sans nuire à la généralité, que Pon a: 

ip- - 0)A(uA«') = 0, (Q* - Q) ""' ^ 0; 
posons 

d = mod ((y — 0\ fc = — , fe' = — ,, = angle (t«,w') ; 

on a alors immédiatement (^) 

ss' = cpcp' Ou O'u' -^ fçm' Ou\u' -\- q>'m O'u' \ u 

, (0— (y)uu' . ,n\u' . , u'\u 
= ^^ ^ 60 + ^^-6^" + ^^-6Q » 

et par suite 

Qss' = — qxp' d sin + q) m' cos + cp' m cos 
= cpcp' {{k -|- k') cos — c? sin 0] 

et 

{k + h') cos - d sin 

est le coefficient virtuel de Ball : en écrivant que ce coefficient est 
nul, on exprime que s et s' sont des visseurs réciproques. 

Nous avons donné cet exemple pour montrer avec quelle faci- 
lité on peut traiter, à Taide des formes de Grassmann-Peano, même 
la partie analytique de la théorie de Ball. 



(^) Pbano, Formulario mathematico, Editio V, p. 182. 

(2) Omografie vettoriali, Torino, Petrini. 1909, p. 31. 

(3) Eléments, p. 183, 189. 
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Tout ce qui concerne les 18 coordonnées des vis (amplitude, com- 
posante du vissage, vis réciproque) peut être éliminé complètement 
par Pemploi des formes F^ qui constituent un système linéaire à 6 
dimensions. 

On obtient de la même façon le système linéaire de vissages 
sous la forme 

s = Xr» Si 

où les Si sont des formes F^ au nombre de n. Pour n<;6, on obtient 
les systèmes à liaisons d'ordre 2, 3... 5; le système le plus général 
est d'ordre 6. 
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Compléments etxx premier volume. 

(TRANSKORMATIONS LINÉAIRKS) 



* n. 6 (page 19). 

Si Uj Vj w sont des vecteurs, on a 
[8'] H (u, v/\w) + H (v, w/\u) + H (w, u/\v) = ti X v/\w. 

Démonstration. — Si a? est un vecteur et si a est V homographie 
du premier membre de la formule [8'] on a : 

ax = ie X ^' v/\w -f- r X ^' w/\m -\-wy^x, u/\v 
= uf\\w y^œ, t? — t? X ^' «^! + «* X i*^' v/\w 
= u/\\ac/\{v/\w)\ -\-uyix, v/\w 
= u X v/\w, X — uy^x. v/\w -h te X ^' v/\w 
= uy(v/\w, X, 

* n. 11 (page 2§). 

On a encore les théorèmes suivants : 
Théobème 1. — L'homographie a est singulière lorsque 
lga = 0, et dans ce cas là seulement. 

Démonstration. — D'après la troisième des formules [1'], on a 
Igtt — O lorsque les vecteurs ai, aj, aJc sont parallèles à un même 
plan, et dans ce cas là seulement. 

Théobème 2. — Si f{a) est une fonction continue de 
l'homographie variable a , et si V on a démontré que , a 
étant une homographie propre , on a toujours f(a) = , 
ator/î on aura f(a)^=^0 mêm£ dans le cas où V homogi^a- 
phie a est singulière. 

Démonstration. -^ Si Ton a Iga = 0, on peut trouver un nombre 
réel X tel que V on ait 13(^1? -f- a) ^^i^ ; alors f{x -|- a) = , et T on a 
lim [f(x -fa) — /(a)] = en vertu de la continuité ; par suite /(a) = 

oc=0 

même pour 130 = 0. (T. Boggio). 



* 14 (page 31). 

La démonstration de l'identité [1] peut être remplacée 
par la suivante, qui est à la fois très simple, élémentaire 
et intrinsèque : elle est due à M. Rabinovitch , qui nous 
a aimablement permis de la publier ici. 

Démonstration. — Dans la première des équations [1] du n. 8 
remplaçons w par o?w] nous obtenons 

(a) u/\v X |a^^ — IiOi» ot^^l = — v/\{o^w) Y^om — (a^w)/\u X at? 

= (a^w) X {v/\au — u/\av\ ; 

dans la seconde des équations [1] du n. 8 remplaçons ensuite w 
par aw et tenons compte de la troisième des mêmes équations ; 
nous obtenons 

u/\v X \^2^' a^ — la»* 'W^l = (av)A(^*^) X ^ + {o-^w)/\{au) X ^ 

En ajoutant membre à membre cette dernière équation et 
l'équation (a), on obtient : 

* 

u/\v X \^^ — IiOL* «* + IgCt- ^ — I3O1I w = 

d'où l'on déduit l'équation [1] à démontrer, à cause du choix arbi- 
traire de Uj Vj w. 

* n.^ 20 (page 38). 
On a : 

[7] R(a + m) = Ra + m OKa + m^ 

Démonstration. — Les équations fl] et [1'] du n. 19 nous donnent 

fl(a -\- m) {oc/\y) .= (aa? -h mx)/\{ay -\-my) 

= {ajx)/\a.y -|- m \x/\ay — y/\aoc\ + m* x/\y 
= !Ra + m CKa + m^\ (x/\y) 

ce qui démontre Péquation [7], puisque le vecteur x/\y est arbitraire. 

Si a, P sont des homographies on a 

[8] R(a + P) = 

Ea + Rp — K (Ca. p + p. Ca) + Ig{a 4- p) — I^a — Igp 
= Ea + Rp — K(a. Cp + p. Oa) + I,a. Ijp — I^Cap). 
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* n.^20 (page 39, fin du h.** 20). 

Théorème. — On a Ra = lorsque l'homographie a 
est une dyade et dans ce cas là seulement. 

Démonstration. — Lorsque a est une dyade, V équation [3] du 
n.<* 21 montre que Ra = 0. 

Réciproquement, soit Ra = ; si aç et j/ sont des vecteurs arbi- 
traires, on a alors 

= Ra («Ay) = {^^)A^y 

et, par suite , ax a une direction fixe , quel que soit ne ; il existe 
donc un vecteur unitaire u tel que l'on ait, quel que soit «, 

Multiplions les deux membres par u intérieurement; il vient 

le X ^^ = ^ X ^^u = m ; 
par suite 

aa? = a? X Kaw. î« = H (Kaie, u) x 

égalité qui prouve que V homographie a , ou H (Kaw, u) , est une 
dyade. 

* n. 21 (page 39). 

[3'] E)a + H (w, v)( = Ea — v/\ . a. 1* A • 

Démonstration. — Rja + H(ie, v^\ {x/\y) = 

(our + «e X ^- '^)/\{^y -\-uy,y,v)z= 

'Ra{x/\y) + M X ^' vf\(xy — uy^y, v/\ax = 

Ua{x/\y) — v/\a {uXV-^ — '^X^'V\ = 

Ra ix/\y) - v/\a \u/\{x/\y)\ = 

jRa — v/\, a. u/\\ {xf\y). 

* n. 22"*. Opérateur R' (page 41). 

Si a, p sont des homographies et si a?, y sont des vec- 
teurs, le vecteur 

(1) (cu»)A|3î/ + (MA«î/ 

est une fonction alternée de a? et de 2/ et, par conséquent, 
(Int. n. 9, Théor. 1.) il existe un operateur linéaire entre ve- 
cteurs et vecteurs indépendant de x et de y (fonction de a, p 
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seulement) qui appliqué au. vecteur x^y donne le vec- 
teur (1). 

Cet opérateur sera indiqué par la notation 

R'(a, p) 

et il résultera de là que : R'(a,P) est une homographie, fonc- 
tion de a et p, telle que , x, y étant des vecteurs arbi- 
traires^ on a toujours : 

[I] R'(a, p) (x^y) = {ixx)^^y + (pûc) \ay. 

Dans les formules suivantes, a, p, y sont des homo- 
graphies, m, n sont des nombres, «e, v, a, h sont des vec- 
teurs : 

[2] R'(a,P) = B(a + P) — Ea — Rp =^ 

!«(« + P) — l2« — I2P — K(aCp + pCa) 
[3] E'(«,P) = R'(P.«) 
[4] R'(ma,P) = R'(a,wP) = mR' (ap) 

[6] R'(a + P,Y) = R'(a,Y) + R'(P,y) 

[6 1 V R'(a, p) = p Va + aVp 

[7] I, R'(a,P) = Ua + p) - I^a - I^p = I^a. I,p - I,(aP) 

[8] KR'(a,P — R(Ka,Kp) 

[9] C R'(a)p, = K(aCp + pCa) = K(Ca.p -f Cpa) 

[10] R'(a,m) = »?OKa , R'(m,n) = 2mn 

[II] R'(a>*« A) == 2H (Va,M) + (Kaw) A 

R'(t*A.«^A) = 2D(«,«) 
[12] R' [a,H(M,v)J = 

— vf\.a. u/\R' [B.{u,v), H(a,6)] = H iu/\a, v/\b) 

[13] R'(aP,pY) = Ra.R'(P,Y) 

[14] R'(aY,pY)==R'(«,P)-RY. 

* n." 22 (page 41). 

Théobèhe. — L' équation 

[1] Ri = a, 

où a est une homographie donnée et | une homographie 
inconnue , n' admet des solutions que dans les deux cas 
suivants : 
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1^) Iga > e^ dans ce cas | = liz ; 

2**) Iga = 0, Ea = ; dans ce cas a est de la forme 
H(if, V) (n.** 22, Théorème) et l'on a 

où u^^U2j t^i, t^2 ^^^^ ^^ vecteurs assujettis aux deux seules 
conditions 

Démonstration. — Appliquons les opérateurs I3 et R aux deux 
membres de (1). On obtient 

(I^lf = 13a, Ist % = Ra. 

On doit donc avoir 13a ^ et de la deuxième, sous cette hypo- 
thèse, on déduit 

(a) ±: v/-f 3» I = Ra. 

Si Ton a l3a>0, T équation (a) fournit les deux valeurs de 
\ qui vérifient (1). 

Si Ton a 130 = 0, Rot^O, Péquation (1) n'a pas de solutions. 

Si Pon a Iga = 0, Ra = 0, V équation [5] du n.o 21 fournit les 
solutions en nombre infini indiquées par V énoncé. 



* n.^ 26 (page 44). 

On a encore les formules suivantes : 

[7'] V(aPa) = EaVp + CK(aP) Va 

[8J aV(Pa) = V(Ra.lî) 

[8'] aV (p. Ktt) = V(Ra. P) — a. CKp. Va 

[9] ^Y{^a) = Y(a.Ii^) 

[9'J PV(Kp. a) = V(a. Rp) - Ca Vp. 

Démonstration [7']. — L'équation [7] nous donne 

V(apa) = V(ap. Ka) + 2V(ap. VaA) 
= V(ap. Ka) + 2V[VaAK(ap)j 
== RaVp -f- CK (ap)Va. 

Démonstrations [8], [8'], [9], [9']. — Si dans P équation [7] on 
remplace p par Ra. p et a par Ka, on a successivement 

V(Ka. Ra. p. a) = RKa V(Ra. P) 
Iga. V(pa) = RKa V(Ra. p); 
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en appliquant aux deux membres P opérateur a, il vient 

Iga. aV(Pa) = Iga. V(Ra. p). 

Si Pon a Igai^^O, P équation [8] est démontrée. 

Si Pon Igtt = 0, on peut trouver un nombre x tel que P on ait 
I3 (a? + a) 91^ et P équation [8] subsiste si P on remplace a par 
œ -\- a; on a alors, en développant, 

aV(Pa) -\-ocu = V(Ra. P) -f a^t? 

et, à la limite, on obtient de nouveau, pour 07 = 0, P équation [8]. 
Ou bien on peut appliquer le Théorème 2 de ces compléments 
(n. 11 page 28) et Pon obtient le même résultat. 

L* équation [8'] se déduit de [8] comme on a déduit [7'] de [7]. 

La démonstration de [9] et de [9'] est identique à la précédente. 

* n.^ 25 (page 46). 

[8'J Igla + m) = Iga + 2I^a.m + Sm^ 

[9'] l3(a 4- m) = Igtt -f- Ig"-^^^ + I^a.m^ + ^^ 

[10] I2 \a + H(ii,v)j = I^a-\-uX Cav 

[11] I3 ]a -f B.{u,v)\ = Igtt + tiX 'KHav 

[42] Ig |H(a,6) + H(i€,v)j = (a/\u) X (^A^)- . 

* n. 7. Quelques formules différentielles (page 62, 
fin du n. 6). 

Soient if , v deux vecteurs et a, p deux homographies 
variables fonctions d'un point ou d'un nombre. On a : 

[1] (i{uXv)^uXdv+vXdUj d{u/\v)==u/\dv—v/\du 
[2] d{au) ^= adu -f- da. u, d (a^) = a. d(3 -(- da,^ 

[3] d{uf\) = {du)/\, dR(u, v) => H(i^, dv) + HCdi^, v) 

[4] dlia = lida, dVa = Vda, dKtt = Kda 

dDa = Dda, dCa = Gda 

[6] dRa = E(a + da) — Ra — Rda 

[6] diga = Il (Ca. da) 

[7] diga = Il (Ra. dKa). 

Démonstration. — Les équations [1] à [4] sont évidentes. 
Soient a, b deux vecteurs constants ; on a 
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dUa (a/\b) = d \{tija)f\ab\ = {aa)/\dab + {daa)/\ab 

= R(a -f c^a) {a/\b) — Ra (a A*) - Kc^a (a A*) 

et, comme le vecteur a/\b e^t arbitraire, la relation [5] est dé- 
montrée. 

Soit t, y, k le système orthogonal habituel supposé constant. 
On a : 

dlza=:d\((iJ)/\(ak)Xi-\- I = daiX\Jf\o.k - k/\ixj\ + .... 

= 6iat X CKai + = i X Ca. 6^ai + = I^ (Ca. da) 

dlgtt = d \{ai)/\(aj) X aA;| = dai X Rai + 

= i X <^Ka. Ra« + = I^ (dKa, Ra) = I4 (Ra. dKa) 

ce qui démontre les relations [6] et [7]. 

* n. 38 (page 74). ' 

On peut remplacer la formule [4'] par le groupe suivant 
de formules : 

K jCp. Rot Ka — Rot (Kp. Ka) + (Rot Kp) Ka\ (xf\y) 



= (5?H^ 



%^yy 



[^T< KRotKa(^Al/) = (5p4^-"(5?'^)" 

p. K Rot Ka (ar^Aî/) = |p. ^«îj 1/ ~ k I? î/j ar?. 

La deuxième de ces formules se déduit de la première en y 
remplaçant p par 1. La troisième résulte immédiatement de la se- 
conde, en vertu de la relation 

Il suffit donc de démontrer la première d' une façon générale 
(Cf. page 76, démonstrations de [4], [4'], [4"]). 

On a, en désignant par a un vecteur constant 
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Employons maintenant la relation [4] du n.<> 37 (sous la forme 
[3] du n.o 41). On a : 

= - 2V JKp. ^^^} + 2V (Kp. (Rot Ka a)AI 

= — Rot (Kp. Ka) a + (Rot Kp) Koa + CKp. Rot Koa 
= |C Kp. Rot Ka — Rot (Kp. Ka) + (Rot Kp) K«| a. 

Si P on désigne , pour abréger , ce dernier membre par y» > on 
obtient 

j(~px)y-(^P2/)a5JXa = (Y«)Xa5Ay = aXKY(a5A2/) 
et, puisque a est arbitraire, il en résulte 

relation qui est précisément la première des relations [4']. 

* n!" 39 (page 77, fin de kt page). 

Par convention , on peut écrire indiflféremment m/u 
ou um. Par suite on peut donner la forme suivante à 
r équation [4] : 

,.,^ d(mu) du , dm 

Démonstration. — Soit a? un vecteur arbitraire. On a: 

H (grad m, m) a? = grad my^x.u = u, grad m X ^ 

dm 

* n." 42 (page 81). 

[21 ^ grad KP - 0) X a(P - 0)1 

= 2 Da (P- 0) + j^(P- 0)j (P- 0) 
— |Rota (P— 0)1 A(P— 0), 
a étant une homographie fonction du point P. 
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* page 85. 

On peut adjoindre aux formules [9] la formule suivante : 

Rot Ra = a )(grad Ka) /\ — K Rot Ka( + K Rot Ka^ 

— KRotKa. CKa 

et supprimer par suite la note au bas de la page. 

Cette formule résulte immédiatement de la première équation 
que Ton rencontre dans la démonstration [12] de la page 89 et de 
la première des équations [4'] que nous avons ajoutées plus haut 
au n.^ 38. 



* ^ o 



n.** 48 (page 97). 
[17] grad S{a,u) = (Ao.)u — a(A'u) + grad | a ^ j 

= {Ao)u 4- ^ grad a + grad G ( ^ « 

- 2V JRot ^. a + Rot a. ^| 
( dP dP) 

Rot S(«,u) = Û^^^ + c Eot (k g. Ka). 

* n. 49 (page 100, fin du numéro). 

Soient u un vecteur et m un nombre, fonctions Pun 
et Tautre d'un point P; si P est à son tour fonction d'un 
point ô, on a : 

[9] Agm = divp |^. K ^ gradp m\ 

dP dP 

— gradp ^Xjq gradp K ^. (M. Piebi) 

Démonstration. — La relation [9] résulte immédiatement des 
relations [2'], [1] du n.*» 45, puisque Ton a 

Aq^ = div^ gradg m. 
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L'équation [8] se déduit d'une façon analogue de Téquation [2] 
du n.o 45 (*). 

* n. BO (page 101). 

[6'] A(M«) = MA(x + (A'it)A« 

+ 2|cKg.Rota-Rot(g.a) + (Eotg)al 

[6"] A(a. wA) = 2 lA'(CKai^)iA - A{u/\a). 

* n.° 64 (page 104). 
[3'] div grad Ka = div grad a. 

Démonstration. -— On a 

div grad Ka = div grad (a — 2Va/\) 
r= div Igrad a -h 2 rot Vaj = div grad a. 



* «^ o 



n.° 56 (page 111). 



[4] \uX-fp^dx = — \uXv.wXfid(5--\uXvAivwdx 



j» 



d'U 
X -T^wdx. (T. BoGGio) 



Démonstration. — Cette formule se déduit de la relation [1] 
du n.® 55 en y remplaçant u par uX'^-^' 

* n.^ B9 (page 116). 

On peut établir aussi la formule suivante (dite formule 
de Gauss) : 




[2'] 4jt iio = j 1 ^ n I if da + I ^ grad - dx. 



(*) Si l'on pose u = aa dans l' équation [8] , a étant un vecteur 
constant, le premier membre devient (A^oi) a ; mais dans le second 

membre on ne peut pas mettre gradp I ^ . K -t-t: J sous la forme ya, 

où Y désigne une homographie (voir A. Pensa, Bibliographie n. 95). 
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Démonstration. — Partoas de T identité 

, i 1 du\ 1 ., du ,1 

(n.o 41, [2]) ; intégrons dans le champ t et appliquons au premier 
membre le théorème du gradient. 
Nous obtenons 

fl du ^ c fl A # ^ . fdu , 1 , 
jrdP^'^'''^Jr^'^'^''^}dP^''^^r^'^""^' 

En ajoutant le premier membre de cette dernière égalité au 
second membre de la relation [2] du n.° 59, nous obtiendrons ' im- 
médiatement la formule [2']. 

* n. 62 (page 122, Théorème 2.). 

Réciproquement : s' il existe un nombre fonction du 
point P tel que, dans tout le champ, 

if/\grad/*==0, 
on a 

1* X rot w = 0. 

Démonstration. — Puisque par hypothèse u = m grad f, on a 
rot u=^m rot grad f + grad m/\grad/'= grad 7»/\grad f 
d'où 

u X rot ie = w grad /"X grad m /\grad /" = 0. 

* n.^ 71 (page 139, à la fin). 

Si a est un vecteur constant, l'équation différentielle 

rot x = a/\(P—0) 
admet comms solutions particulières: 

x^\\{P-0)^fa 
x==(P-~0)Xa.(P—0) 

X = — ô (^ — 0)«. «. (T. BOQQIO) 
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